b 
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OÙ a et h désignent deux constantes arbitraires. Nous désignerons 
sous le nom de congruence^ emprunte à Plücker, Fensemble des 
courbes correspondantes à tous les systèmes de valeurs de a et de 
h. Il est clair qu’il passe un nombre limité de courbes de la con- 
gruence par un point quelconque de l’espace ; car, si l’on rem- 
place, dans les équations précédentes, r, -z par les coordonnées 
^0 ce point, on aura deux relations qui détermineront, 
en général, un nombre limité de systèmes de valeurs de « et de b. 
Cependant, il peut arriver que, pour certains points exception- 
nels, ces équations admettent un nombre illimité de solutions. Il 
pourra donc y avoir certains points par lesquels passeront une 
infinité de courbes dp la congruence. 

Iinagir, -, par exemple, que l’on considère la congruence 

formée par les droites qui rencontrent une courbe (K) et sont 
tangentes à une surface (S). Les droites de la congruence qui 
passent par un point M de Tespace sont, en général, en nombre 
limité; elles sont les arêtes d’intersection de deux cônes de 
sommet M, l’un circonscrit à la surface (S), l’autre contenant la 
courbe (K). Mais, si le point M appartient à la courbe (K), il y 
passera une infinité de droites de la congruence qui formeront le 
cône circonscrit à la surface (S) ayant son sommet en ce point. 

Si l’on considère de même la congruence formée par les cercles 
de l’espace qui passent par deux points fixes A et B, on reconnaît 
immédiatement qu’il passe, en général, par un point M un seul 
cercle de la congruence. Cette conclusion cesse d’être exacte si le 
point M vient se réunir à l’un des points A, B; on obtient alors 
tous les cercles de la congruence. 

Les deux exemples diflerents que nous venons de signaler cor- 
respondent aux deux cas qui peuvent se présenter lorsqu’il y a 
indétermination. Dans le premier, les deux équations auxquelles 
doivent satisfaire <z et 6 se réduisent à une seule; dans le second, 
elles sont, l’ime et l’autre, identiquement vérifiées. 

312. Revenons aux congruences les plus générales. Si l’on 
établit une relation quelconque entre a et 6 

( 2 ) = 

les courbes de la congruence qui correspondent aux valeurs de a 
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et de b pour lesquelles cette relation est vérifiée engendreront 
une surlace que l’on obtiendra en éliminant a et b entre les équa- 
tions (i) et ( 2 ). Le plan langent en un point z) de cette sur- 

face sera défini par l’équation 


< 3 ) 




~ dx ~ dr ^ — dz 
üT ôy • f)z 

fH ôo àm ~~ 0'^ ô'o 

dx -h V- dy dz — T F I a > 

dv üz fja 


dx 


Ob 


dont la forme va nous conduire à une proposition très intéres- 
sante. 

Donnons, pour abréger, le nom de surfaces de la congruence 
aux surfaces que nous venons de définir et qui sont engendrées 
par des courbes de la congruence, choisies d’ailleurs de la manière 
la plus arbitraire. Considérons quatre de ces surfaces, passant par 
une même courbe (G) de la congruence, et prenons leurs plans 
tangents en un point déterminé M de cette courbe; Zj a, b 

auront, en ce point, la même valeur pour toutes les surfaces, 
FV/ï) variera seule quand on passera d’une siii'face à une autre- 

De cette remarque et de la forme de Féqualion (3), nous 
pouvons donc conclure que le rapport anliarmonique des plans 
tangents en M aux quatre surfaces, plans tangents qui contiennent 
tous la tangente en M à la courbe (C), est égal à celui des valeurs 
de F^(r^) relatives aux quatre surfaces et est, par conséquent, le 
même pour tous les points de la courbe (C). Ainsi : 

Si Von considère quatre surfaces quelconques de la con- 
gruence contenant une même courbe de la congruence y le 
rapport anliarmonique des plans tangents à ces surfaces en 
un point quelconque de la courbe commune demeure constant 
quand le point se déplace sur cette courbe. 

L’équation du plan tangent nous conduit encore à une autre 
conséquence essentielle. Déterminons sur la courbe commune (C) 
les points pour lesquels on a 

da db 
dfù do 
da àb 


( 4 ) 
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Pour ces points, le plan tangent sera indépendant de F'(a) et, 
par conséquent, sera le même pour toutes les surfaces de la con- 
gruence contenant la courbe (C). Ainsi : 

Si Von considère toutes les surfaces de la congruence qui 
contiennent une même courbe (C) de la congruence ^ il existera 
sur (C) un certain nombre de points pour lesquels toutes ces 
surfaces admettront le meme plan tangent, quelle cque soit la 
loi suivant lacquelle on ait assemblé les courbes qui les engen- 
drent. 

Nous désignerons ces points sous le nom de points focaux. 

313. Le nombre des points focaux situés sur chaque courbe 
dépend de la forme des équations (i) par rapport à z plutôt 

que de la manière dont y figurent a et b. En d’autres termes, il 
dépend surtout de la forme et de la définition des courbes de la 
congruence, plutôt que de la manière dont elles sont assemblées. 
Supposons, par exemple, que les équations (i) soient du premier 
degré par rapport à x.^ y, z et représentent une droite : l’équation 
(4) sera du second degré, en général, et définira deux points 
focaux sur chaque droite de la congruence. Si f est du degré m 
et f du premier degré, la congruence sera formée par des courbes 
planes d’ordre m. L’équation (4) étant alors du degré m + i , il y 
aura, en général, r7i(m + i) points focaux sur chaque courbe de 
la congruence. 

Lorsque les courbes de la congruence rencontrent une courbe 
fixe (K), leurs points de concours avec la courbe fixe sont 
évidemment des points focaux. Il en est de même si ces courbes 
passent par des points fixes; mais nous allons montrer que, dans 
ce dernier cas, chacun de ces points fixes équivaut au moins à 
deux points focaux. 

Soit, en effet, M un point par lequel passent toutes les courbes 
de la congruence. Si on le prend pour origine des coordonnées, 
les équations (i) ne contiendront pas de terme constant et les 
termes de degré moindre seront au moins du premier degré. 
Par suite, les termes de degré moindre dans l’équation (4) seront 
au moins du second degré; et deux, au moins, des points d’inter- 
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section de la surface représentée par cette équation avec la courbe 
( C) de la congruence se confondront à Torigine des coordonnées, 
c'est-à-dire au point M. 

Indiquons quelques applications. 

Pour une congruence de coniques, il y a six points focaux sur 
chaque conique. 

Si les coniques deviennent des cercles, c’est-à-dire rencontrent 
deux fois le cercle de l’infini, deux des points focaux sont rejetés 
à l’intersection de chaque cercle et du cercle de rinfîni; il en reste 
quatre seulement à distance finie . 

Si les cercles passent par un point fixe A, il ne reste plus, en 
dehors de A, que deux points focaux à distance finie sur chaque 
cercle. C’est ce que l’on reconnaît d’ailleurs immédiatement en 
effectuant une inversion dont le pôle est en A. 


314. Après ces indications sommaires sur le nombre des points 
focaux, étudions leur distribution dans l’espace. Si l’on élimine et 
et b entre les équations (i) et (4), on obtient en général une seule 
équation, qui représente le lieu des points focaux de toutes les 
courbes de la congruence. Nous donnerons à ce lieu le nom de 
surface focale de la congruence. Il se compose d’autant de 
nappes qu’il y a de points focaux sur chaque courbe de la con- 
gruence. La surface focale peut se décomposer, se réduire, en to- 
talité ou en partie, à des courbes ou à des points : nous laisserons 
de côté l’examen de tous ces cas, qui nous entraînerait trop loin, 
et nous établirons les propriétés générales suivantes. 

Écrivons les équations (i) et (4) sous la forme 


(5) 


/=o, 0=0, 


Oa àa 


àf . do 

Sb 


= o, 


OÙ A* désigne une inconnue auxiliaire. Si l’on regarde a et 6 comme 
donnés, ces équations déterminent les points focaux d’une cer- 
taine courbe (C) de la congruence. Le plan tangent en un de ces 
points à l’une quelconque des surfaces de la congruence qui con- 
tiennent la courbe (C) est défini par l’équation (3), qui prend ici 
la forme 
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Nous allons montrer que ce plan est aussi tangent à la surface 
focale au point considéré. 

On obtient, en effet, Téquation de la surface focale en éliminant 
a, 6, /c entre les quatre équations (o); mais, au lieu d’eflectuer 
cette élimination, on peut conserver toutes ces équations en con- 
venant d’y regarder a, ô. A* comme des fonctions à déterminer. 
Par suite, pour avoir le plan tangent à la surface focale au point 
considéré, il faudra différenlier les équations (5) en y regardant < 2 , 
b J k comme des variables. Or, si Ton différentie seulement les 
deux premières et que Ton forme la combinaison 

df — k ~ O, 

les coefficients de da, db disparaissent en vertu des deux der- 
nières équations, et l’on retrouve l’équation (6). Cette équation 
représente donc, comme nous l’avons annoncé, le plan tangent à 
la surface focale, et nous pouvons énoncer la proposition sui- 
vante : 

Les courbes de la congruence sont tangentes en tous leurs 
points focaux à la surf ace focale. Les différentes surfaces de 
la congruence qui contiennent une courbe déterminée de cette 
congruence sont toutes tangentes à la surface focale en tous 
les points focaux situés sur cette courbe; et, par conséquent, 
elles devaient être, comme il a été déjà établi, tangentes les 
unes aux autres en ces points, 

31o. On retrouve encore la surface focale en étudiant le pro- 
blème suivant : 

Assembler des courbes de la congruence de telle manière 
qu'elles aient une enveloppe, c'est-à-dire qu'elles soient toutes 
tangentes à une certaine courbe. 

Prenons pour h une fonction de a : nous obtiendrons une 
famille de courbes représentées par les équations 

(7) /=0, ® = 

qui ne contiennent plus qu’un paramètre a. Pour que ces courbes 
aient une enveloppe, il faut que, pour toute valeur de a, on puisse 
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déterminer des valeurs de x, y, z satisfaisant aux deux équa- 
tions (7) en même temps qu’à leurs dérivées prises par rapport 

à cij 

^ J» J M ù'D db 

Oa ' ôh da ^ ’ ocu ' db lia ' 

Si l'on élimine entre ces équations , on retrouve Féquation (4 ) 
qui caractérise les points focaux. Donc : 

Si V 'on. veut assembler des courbes de la congruence de telle 
manière qu! elles aient une en^eloppCy cette enveloppe sera 
nécessairement formée par des points focaux de ces courbes 
et sera y par conséquent^ située sur une des nappes de la surface 
focale. 

D’autre part, si l’on élimine x, y, 5 entre les équations (^ ) et 
( 8 ), on sera conduit à une relation de la forme 

ce qui montre que la solution complète du problème exige, en 
général, l’intégration d’une équation dilFérentielle du premier 
ordre. 

Les propositions établies précédemment conduisent encore à ce 
dernier résultat. Nous avons reconnu que, si des courbes de la 
congruence admettent une enveloppe (E), cette enveloppe (E) 
doit se trouver sur une des nappes de la surface focale. Mais il est 
clair qu’elle doit encore satisfaire à une autre condition : il faut 
qu’en chacun de ses points elle soit tangente à la courbe de la 
congruence qui vient toucher en ce point la surface focale. Cette 
dernière condition, qui est évidemment nécessaire et suffisante, 
équivaut à une équation dilFérentielle dont l’intégration permettra 
seule de résoudre complètement le problème- Cette équation dif- 
férentielle sera du premier ordre et du premier degré pour chacune 
des nappes de la surface focale; mais, si ces nappes ne peuvent 
être séparées analytiquement, on aura à considérer une seule 
équation du premier ordre, dont le degré sera égal au nombre des 
nappes de la surface. 
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Dans le cas où Fane des nappes de la surface focale se réduira 
à une courbe (K), il suffira, pour avoir une solution partielle du 
problème, d’assembler toutes les courbes de la congruence qui 
passent par un meme point de (K)* Si l’on considère, par 
exemple, la congruence formée par les cercles qui rencontrent 
quatre courbes données, on aura toutes les solutions en assemblant 
les cercles, en nombre infini, qui passent par un point quelconque 
de l’une de ces courbes. 

316. Lorsque les courbes de la congruence sont simplement 
tangentes à une des nappes de la surface focale, les points de 
contact de ces courbes doivent être considérés comme des points 
focaux simples ; mais, si les courbes ont un contact d’ordre p avec 
la nappe considérée, chaque point de contact sera un point focal 
multiple tenant lieu de /? points focaux ordinaires. Voici comment 
on peut établir cette proposition. 

Soit 

l’équation de la nappe considérée. Si l’on remplace partout par 
cette substitution ne change pas l’ordre de contact 
des courbes et des surfaces; mais la nappe précédente est rem- 
placée par le plan des xy. Nous pouvons donc, sans restreindre la 
généralité des raisonnements, supposer que toutes les courbes de 
la congruence soient tangentes au plan des et nous allons les 
étudier dans le voisinage de ce plan. 

Substituons aux paramètres a^lb qui entrent dans les équations 
de chaque courbe de la congruence les coordonnées Xq^ y^ du 
point de contact de la courbe avec le plan des xy. Les équations 
qui définissent celte courbe donneront alors pour y et des 
valeurs qui pourront être développées en série et seront de la 
forme 

r ~7o A(j? — iTo) — 

Z ~ Al (a? CCq)P+^ -r- Bi(Ær - . . . , 

A, Al, B, Bi, ... étant des fonctions quelconques de Xo^y^j et p 
désignant Tordre du contact de la courbe avec le plan des xy. 
Ecrivons l’équation 

df do df do _ 
dxo dyo âjTo dXo ” 
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qui détermine ici les points focaux. Elle sera de la forme 

--(p - - D z\i(jr — -r^y - . . . r- O, 

les termes non. écrits contenant tous en facteur une puissance de 
X — Xq d’exposant supérieur à p. On voit que la valeur Xq de x sera 
d’un ordre de multiplicité précisément égal à Tordre de contact 
de cliaque courbe de la congruence transformée avec le plan des 
x.j\ c’est-à-dire de chaque courbe de la congruence primitive avec- 
la nappe considérée de la surface focale. C’est la proposition que 
nous voulions établir. 


317. On peut raisonner d’ime manière analogue lorsque les 
courbes de la congruence rencontrent toutes une courbe fixe (K). 

Si 

.z~f{x). y — o(,r) 


sont les équations de cette courbe, on commencera par remplacer 
G par G /(ic) et J' par cl la courbe se transformera 

dans Taxe des x sans cjue les ordres de contact aient été changés. 
Substituons à Tun des paramètres a et 6 qui entrent dans Téqiia- 
tion de cbac[ue courbe de la congruence l’abscisse Xq du point de 
rencontre de cette courbe avec Taxe des x, les équations de la 
courbe prendront la forme 

y r- A (;r — .Yo ) ' - B (^ - )- -- .... 

.3 Al (' J.* .7*0 } - - • Bi(;r - :r„ )- 


A, li, Al, Bi, ... désignant des fonctions de ;ro et de Tautre pa- 
ramètre a dont dépendent les courbes de la congruence. L’équation 
qui déterminera les points focaux sera ici 






O, 


les termes non écrits contenant (x — Xq)'-^ en facteur. On voit que 
le point de rencontre sera un point focal simple, à moins que Ton 
n’ait 




= O 


ou, en intégrant, 


Al — A o(aro). 
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Cette condition s’interprète aisément; elle exprime que les 
tangentes à toutes les courbes de la congruence transformée qui 
coupent au même point Taxe des x sont dans un même plan 
passant par Oæ, En étendant cette conclusion à la congruence 
primitive, nous obtenons le résultat suivant : 

Oiicmd les courbes de la congruence rencontrent une courbe 
fixe (R), les points d'intersection sont des points focaux 
simples, à moins que les tangentes à toutes les courbes de la 
congruence qui passent en un point quelconque de (K) ne 
soient toutes situées dans un plan passant par la tangente en 
ce point à la courbe (K). 

Si Ton étend ce mode de recherches au cas où toutes les courbes 
de la congruence passent par un point fixe, on démontrera de 
même que ce point fixe, qui tient lieu, comme nous l’avons vu, de 
deux points focaux au moins, ne pourra avoir un ordre de multi- 
plicité supérieur que si les tangentes menées en ce point à toutes 
les courbes de la congruence forment un cône, d’ailleurs quel- 
conque, au lieu de remplir l’espace. Nous laisserons également au 
lecteur le soin d’établir, par une simple application des méthodes 
précédentes, une élégante proposition qui nous a été communiquée 
par M. G. Rœnigs : 

Si une congruence est telle que chacune des courbes qui la 
composent soit rencontrée par toutes les courbes infiniment 
voisines de la congruence, les différentes courbes de la con- 
gruence sont tangentes à une ou à plusieurs courbes fixes ou 
bien elles passent par un ou plusieurs points fixes (' ). 

318. Appliquons les propositions précédentes aux congruences 
de droites ou systèmes de rayons l'ectilignes. Le nombre des 
droites de la congruence qui passent par un point quelconque de 
l’espace a reçu dans ce cas le nom d’o/'ûfre de la congruence; on 
appelle classe de la congruence le nombre des droites qui sont (*) 


(*) On laisse de côté le cas exceptionnel où toutes les courbes de la congruence 
seraient tracées sur une même surface et où, par suite, tous leurs points satis- 
feraient à la deHnition des points focaux. 
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dans xm plan quelconque. Le système des normales à 1 ellipsoïde 
forme une congruence d'ordre 6 et de classe a. 

Sur cil a que droite il y a, en général, deux points focaux réels 
011 imaginaires. Quand la droite sc déplace, ces deux points fo- 
caux décrivent les deux nappes de la surface focale. Les droites de 
la congruence sont des tangentes doiinles de cette surface focale, 
mais la réciproque n est pas A^aie, en général : toute tangente 
double de la surface focale n’est pas une droite de la congruence. 
Par exemple, la surface des centres de courbure de l’ellipsoïde 
admet bien comme tangentes doubles les normales de l'ellipsoïde*, 
mais clic admet aussi d’autres tangentes doubles qui ne font pas 
partie de la congruence des normales. 

Soit (u/) une droite quelconque de la congruence, toucnanl en 
la prcmièi’e nappe et en ]\L la seconde nappe de la surface fo- 
cale (F). Soient (P), (p-) les plans tangents en M et M' à (F). Si 
Pon veut assembler les droites de la congruence de telle manière 
qu elles aient une enveloppe, c’est-à-dire qu’elles engendrent une 
surface développable, les arêtes de rebroussement de toutes les 
développables ainsi obtenues devront, d’après les propositions gé- 
nérales établies précédemment, se trouver sur rime ou l’autre des 
nappes de (F). Il suit de là que la droite (r/) fera partie de deux 
développables seulement, l’ime ayant son arête de rebroussement 
sur la première nappe et tangente en M à la droite (c/), 1 autre 
ayant son arête de rebroussement sur la seconde nappe et tangente 
en M'. La détermination de ces deux séries de développables 
exigera d’ailleurs l’intégration de deux équations difTérenlielles 
du premier ordre et du premier degré ou, ce qui revient au même, 
celle d’une équation du premier ordre et du second degré. 

Toutes les surfaces réglées engendrées par des droites de la con- 
gruence et contenant la droite (d) seront tangentes les unes aux 
autres aux deux points focaux M et M’. Il faut cependant laire une 
remarque particulière relativement aux deux développables qui 
admettent {d) pour génératrice. Celle, par exemple, qui a son arête 
de rebroussement passant en M et située sur la première nappe de 
la surface focale, admet en M', et par conséquent en tous les 
autres points de {d')j le plan langent en à seconde nappe de la 
surface focale. Ce plan n’est pas, il est vrai, tangent en M à la pre- 
mière nappe; mais cette exception au théorème général, qui se 
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présenterait aussi pour les congruences les plus générales, dispa- 
raît si l’on remarque que l’arête de rebroussement d’une surface 
développable est une ligne multiple en tous les points de laquelle 
le plan tangent doit être regardé comme indéterminé. 

319. Désignons par les lettres (G), (C^) les arêtes de rebrous- 
sement, situées respectivement sur la première et la seconde 
nappe, des deux séries de développables que nous venons de dé- 
finir. Les premières développables, ayant pour arêtes de rebrous- 
sement les courbes (G), touchent la seconde nappe suivant des 
courbes (D'). Les secondes, a^^ant pour arêtes de rebroussement 
les courbes (G'), touchent de même la première nappe suivant des 
courbes (D). Il y a une relation géométrique à peu près évidente, 
mais très essentielle, entre les deux familles de courbes tracées 
sur la même nappe (G) et (D) ou (G') et (D'). Les tangentes aux 
différentes courbes (G) aux points où ces courbes renconti'ent une 
même courbe (D) engendrent, par hypothèse, une surface déve» 
loppable ayant son arête de rebroussement sur la seconde nappe. 
Donc les courbes (G) et (D) forment un système conjugué sur la 
première nappe; et, de même, les courbes (G') et (D') forment 
un système conjugué sur la seconde nappe. Ainsi : 

Sur chaque nappe de la surface focale, les courbes corres- 
pondantes aux deux séries de développables forment un sys- 
tème conjugué. Les unes sont les arêtes de rebroussement de 
Lune des deux familles de développables ; les autres sont les 
courbes de contact des développables de Vautre série. 

320. L’étude détaillée des relations précédentes est très féconde 
en conséquences et elle permet de résoudre différentes questions. 
Proposons-nous, par exemple, le problème suivant : 

On considère sur une surface (S) une famille de courbes (G). 
Les tangentes à ces courbes forment une congruence dans 
Laquelle on connaît déjà une des deux familles de dévelop- 
pables, celles qui sont engendrées par les tangentes aux 
diverses courbes (G). On propose de définir les développables 
de Vautre famille. 
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Il est clair, d’après ce qui précède, qu^'l faudra associer aux 
courbes (C) leurs conjuguées (D) sur (S). Les tangentes aux 
courbes (G) en tous les points d’une courbe (D) engendreront Les 
développables de la seconde famille. La détermination de ces dé- 
veloppables exigera l’intégration d’une équation du premier ordre 
et du premier degré, celle des courbes (D). 

La construction précédente montre immédiatement que, si les 
courbes (G) sont des lignes asymptotiques, et seulement dans ce 
cas, elles coïncident avec les courbes (D). Ainsi les congruences 
dans lesquelles les deux points focaux sont constamment con- 
fondus, les deux nappes de la surface focale se réduisant à une 
seule (S), sont formées de l’un des deux systèmes de tangentes 
asymptotiques de (S). Ge résultat est en parfait accord avec celui 
qui a été démontré au 316. 

321. Les propositions précédentes subissent des modifications 
qu’il est aisé de prévoir dans le cas où Tune ou rautre des deux 
nappes de la surface focale se réduit à une courbe. Alors les dé- 
veloppables qui avaient leur arête de rebroussement sur cette 
nappe se réduisent aux cônes engendrés par les droites de la con- 
gruence qui coupent en un même point la courbe à laquelle se 
réduit la nappe considérée . 

Proposons-nous de déterminer, dans ce cas spécial, Ja seconde 
famille de développables de la congruence. Donnons-nous les 
équations de la courbe focale sous la forme 

J-' = 

les équations qui déterminent une droite de la congruence seront 
de la forme 

X, Y, Z étant les coordonnées variables et p. une fonction de X et 
de -S déterminée par la définition de la congruence- Pour obtenir 
les développables, nous exprimerons que la droite représentée par 
les équations précédentes est rencontrée par une droite infiniment 
voisine de la congruence; c’est-à-dire que nous associerons aux 
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deux équatioDS précédentes les suivantes 

dx dX iJL ~ Z ) — À dz — O, 
dy Z — ^ ) — p. dz ~ o, 

que Ton obtient en faisant varier infiniment peu \ et z- Si nous 
éliminous Z — nous obtiendrons Téquation différentielle 

{ dx — À dz ) d\x — ( dy — a dz ) d'X = o, 

dont rintégralion fera connaître les développables de la con- 
gruence. On aperçoit immédiatement une première solution 

dx =r. dy zzr dz — o\ 


elle correspond au cône formé par toutes les droites de la con- 
gruence qui passent au même point de la courbe focale. Si nous 
écartons cette solution évidente, et déjà signalée, et si nous rem- 
plaçons par sa valeur ^dz nous serons conduits à 

l’équation différentielle du premier degré 


(10) 







djd 

d\ 


dont l’intégration paraît impossible dans le cas général. 

Si Ton suppose que toutes les droites de la congruence qui 
passent au même point de la courbe focale y forment un plan, la 
seconde nappe de la surface focale sera évidemment la dévelop- 
pable (A) enveloppe de ce plan. Dans ce cas, fa relation entre p., 
\ Z prendra la forme 

= B, 

A et B étant des fonctions de Zj et l’équation (lo) se réduira à la 
suivante 

c?X _ ( A — x')(\’'k B') 

dz A a? ' -K B — y ^ 

qui est une équation de Riccati. Ainsi : 

La détermination de toutes les courbes j tracées sur une dé- 
veloppable (A), dont les tangentes vont rencontrer une courbe 
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donnée quelconque ( K), dépend de l^intégraLion d' une équation 
de Riccatl. 

Par conséquent, elle pourra être effectuée 10 et 17 ) par 
O — n quadratures, dès que l'on connaîtra n courbes particulières 
donnant une solution du problème. Le lecteur fera de lui-même 
l’application au cas où la développable (A) est l’enveloppe des 
plans normaux à la courbe.(R). Les courbes cherchées deviennent 
alors les développées de (R): on peut d’ailleurs obtenir deux de 
ces coui'bes sans aucune intégration : ce sont les arêtes de re- 
broussement des deux nappes de la développable circonscrite à la 
courbe (R) et au cercle de l’inüni. Par suite, les développées les 
plus générales peuvent se déterminer par une simple quadrature, 
ce qui est conforme aux résultats du n" lî2 [I, p. i8]. 

Si la courbe (R) est plane, son plan coupe (A) suivant une 
courbe plane dont les tangentes rencontrent (R); on connaîtra 
donc une solution du problème et, par suite, on obtiendra Fin- 
Légrale généx'ale au moyen de deux quadratui'es. 

Si, la courbe (R) étant quelconque, la développable (A) est un 
cône de sommet A, on connaîtra aussi une solution particulière 
fournie par le cône de sommet contenant la courbe (R). Ainsi 
on peut déterminer au moyen de deux quadratures seulement les 
courbes, tracées sur un cône quelconque, dont les tangentes vont 
rencontrer une courbe tout à fait arbitraire. 

L’équation (lo) permet de reconnaître les cas dans lesquels les 
deux points focaux de chaque droite de la congruence sont con- 
fondus; pour qu’il en soit ainsi, il faut évidemment que l’équation 
se réduise à 

dz = O, 

c’est-à-dire que l’on ait 

En intégrant, on a 

> h étant une fonction de j:;. L’interprétation géométrique de ce ré- 
sultat conduit au théorème suivant, compris d’ailleurs comme cas 
particulier dans celui qui a été établi au n® 317. 

Les droites qui rencontrent une courbe (G) et font partie 
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cVune congruence n'ont leurs deux points focaux confondus 
que dans le cas où toutes celles qui passent en un point de (G) 
y engendrent un plan tangent à ( G ). 

322. Telles sont les propriétés les plus simples des systèmes 
de rayons rectilignes. On voit que, si un tel système est défini, il 
sera toujours possible d’obtenir par des calculs algébriques l’équa- 
tion de la surface focale; mais la détermination des deux familles 
de développables dans lesquelles on peut distribuer toutes les 
droites exigera, en général, l’intégration de deux équations dilTé- 
rentielles. L’intégration de ces équations différentielles entraînera 
la connaissance d’un système conjugué sur cliacune des nappes 
de la surface focale. 

Réciproquement, toutes les fois que l’on connaîtra sur une sur- 
face (S) un système formé de deux familles de courbes conjuguées 
(G) et (D)j on en déduira deux systèmes différents de rayons rec- 
tilignes pour lesquels on connaîtra les deux séries de dévelop- 
pables. Considérons en effet les tangentes à toutes les courbes de 
Tune des familles, aux courbes (G) par exemple. Elles formeront 
une congruence pour laquelle les deux séries de développables 
seront connues : les unes seront formées par les tangentes en tous 
les points d’une môme courbe (G), les autres par les tangentes 
aux différentes courbes (G) aux points où elles sont coupées par 
une même courbe (D) de la seconde famille. De là résulte cette 
nouvelle propriété : 

Toutes les fois que l’on connaîtra un système conjugué sur 
une surface (5), on pourra obtenir une suite, en général illi-- 
niitééy de surfaces sur lesquelles on connaîtra également un 
système conjugué. 

Conservons en effet les notations précédentes et soient (G) et 
(D) les deux séries de courbes conjuguées tracées sur (S). Les 
tangentes aux courbes (G) forment une congruence dont la sur- 
face focale se compose de (2) et d’une autre surface (S,) qui, en 
général, ne se réduit ni à une courbe ni à une surface dévelop- 
pable. Aux courbes (G) et (D) de (S) correspondent des courbes 
(D| ) et (Cj ) de (S| ) formant sur cette surface un réseau conjugué ; 
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et les droites de la congruence considérée sont tangentes aux 
courbes (G|). Construisons maintenant les tangentes aux courbes 
(D^) de (S^); elles touchent en même temps que (^i) une autre 
surface (So) dont la relation à (S,) sera la même que celle de (2, ) 
à (S). On pourra continuer indéfiniment ces opérations tant que 
l’on ne parviendra pas à une surface qui dégénère en une courbe 
ou en une développable, et l’on obtiendra ainsi une suite de 
surfaces 

( 5 ), ( 20 , ( 20 , ( 23 ), ... 

que l’on pourra, en général, prolonger indéfiniment. 

Revenons maintenant à la surface (2). Si, au lieu des tangentes 
aux courbes (C), on mène les tangentes aux courbes (D), en 
opérant comme nous venons de l’indiquer, on obtiendra une série 
de surfaces 

(2-0. (S-2). (S_3L 

qui ne se terminera pas, en général. Si l’on l'éunil les deux séries 
pour en former une suite unique 

(: 2 - 0 , ( 2 - 0 . ( 2 ), ( 20 . ( 20 . 

chacune des surfaces obtenues se déduira de la suivante ou de la 
précédente par une construction uniforme, et l’on connaîtra sur 
chacune d’entre elles un système conjugué correspondant au 
système primitif de (2). 

Ainsi, toutes les fois que l’on aura intégré les équations diffé- 
rentielles qui déterminent les développables formées avec les 
droites d’une congruence donnée, la méthode précédente fournira 
une série de congruences nouvelles dont les développables se dé- 
termineront sans nouvelle intégration. Ajoutons même que, pour 
définir toutes ces congruences, il ne sera nullement nécessaire 
d’avoir trouvé les développables de la première. Car, si M désigne 
un point quelconque de la surface (2) et Mï la droite de la con- 
gruence tangente en M à (2), on peut toujours construire la tan- 
gente conjuguée de cette droite et définir, par conséquent, la con- 
gruence nouvelle qui doit succéder à la précédente. 

323. Nous allons chercher la traduction analytique des opéra- 
tions géométriques qui précèdent. Pour cela nous emploierons 
D. — IL a 
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les coordonnées homogènes; nous désignerons par z, t les 

coordonnées d’un point quelconque de (S) et nous prendrons 
pour variables indépendantes les paramètres p, pi des deux 
familles de courbes conjuguées (C) et (D). Nous savons (n® 98), 
[I, p. laa] que z, t sont quatre solutions particulières 

d’une équation linéaire de la forme 


(il) 


^20 ^)0 ^ t )6 

do d^i dp ' dpi 


cÔ = O. 


Considérons la congruence formée par les tangentes aux courbes 
(G); ces tangentes à (S) vont toucher une autre surface (Si) qu’il 
s’agit de définir analytiquement. Pour cela nous prendrons un 
point quelconque z^ ^) sur (S). Il passe en ce point une 

courbe (C); on définira un point quelconque P de la droite 
tangente en M à cette courbe par les formules 


( 12 ) X = Xa?-+- 


ôpi^ 




dpi’ 




àz 

dpi 


: \t- 


dt 


où \ désigne une arbitraire dont la variation donnerait tous les 
points de cette tangente. Pour déterminer A, il faut exprimer que 
le point P décrit une courbe tangente à la droite sur laquelle il 
se trouve, quand le point M se déplace sur la courbe (D), c’est- 
à-dire lorsque le paramètre p varie seul. Cette condition se traduit 
par des équations telles que les suivantes 


(i3) 


dX d'T dY' dv 

àp ^ ^ dpi dp ^ dpi 


où /? et ÿ sont des indéterminées pouvant recevoir des valeurs 
quelconques. Considérons seulement l’équation relative à X et 
(JX. 

remplaçons-y par sa valeur tirée de la première équation (i 2 ) : 
nous aurons 

dX > dx dx 

dp dp dp dpi ^ dpi 


1 • d® X 

OU, en substituant à sa valeur tirée de l’équation (i i), 
( à\ \ dx . dx 

~ ~ î) = O- 


Cette équation doit subsister quand on y remplace x par y^ Zj 
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t \ elle doit donc être vérifiée identiquement (n*^ 99 ), ce qui donne 

ùa 




a, q =z~- b. 

Les formules ( 12 ) et (i3) se transforment donc dans les sul- 


vantes 





ô.r 

(i4) 

X 

= TT ^ 

VI 


dX 

/f)a \ 

([5) 

dp 



où tout est connu et qui définissent complètement la nouvelle 
surface (^i). Pour obtenir il suffirait d'échanger les deux 

variables p et pi- 

324. Supposons, par exemple, que les coordonnées x. Vj l 
soient données par les formules 


( 16 ) 


A(p~- a)'"(pi — a)«, 

jK= B(p— éy"(pi— 6)", 

G(p— c)«*{pi— c)'S 
^=-D(p — 


où a, bj c, cl désignent maintenant des constantes quelconques, 
et qui ont été déjà employées au n® 112 [I, p, i4a] ; j', s, t sont 

des solutions particulières de Téqualion aux dérivées partielles 


, , ^ -2 0 en 


■ m - — = O. 


Pour définir la surface dérivée, on emploiera les formules (iii) 
qui nous donnent ici 


X = 


ri(p — a) 


-X, 


Y = 


n( O — b) 


(pi— *)(? — 


(?i— «)(?— pi) 

On peut multiplier les quatre coordonuées homogènes par le 
facteur SSZSl; ce qui conduit aux formules définitives 


(17) 


1 ' X = A(p — «)«+• (p, — «)“-!, 
Y = B(p-6)'«-»-*(pi — è)»-*, 
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Ce sont les équations primitives dans lesquelles 7 ? 2 , n sont rem- 
placés respectivement par m i , n — i . En poursuivant l’appli- 
cation de la méthode, on obtiendra pour la surface (S/) le système 

; X|- = A(p — (pi — ay-^, 

\ Yi = B(p — ^ (pi — 

' j 2/ = G(p — c)'«+‘‘ (pi — c)"-'. 

qui convient, on s’en assure aisément, à toutes les valeurs entières, 
tant positives que négatives, de i. La suite obtenue sera illimitée 
dans les deux sens toutes les fois que les nombres et n ne 
seront pas entiers. Mais si n, par exemple, était entier et positif, 
la surface (S^) se réduirait aune courbe, et l’application de la mé- 
thode serait arrêtée à partir de (^n)- 


32o. Rev^enons aux formules générales (i4) et(i5); les coor- 
données Xj y, Zy t d’un point de la surface primitive (S) sont des 
solutions particulières de l’équation (i i) : cherchons l’équation de 
même forme à laquelle satisfont les coordonnées X, Y, Z, ï d’un 
point de la surface (S|). La formule (i4) nous montre qu’il faudra 
faire la substitution 

' ^ A 

U9) ^ = 


L’équation (i i) peut être mise sous la forme 


on a donc 
(ao) 



O? 


et cette formule est d’ailleurs identique à l’équation (i 5 ) que nous 
aurions pu poser a priorL Pour obtenir l’équation à laquelle 
satisfait cr, il faudra éliminer 9 entre les équations (ig ) et ( 20 ). 
Supposons d’abord que la quantité 

(aij ~z — ab — c 


soit nulle : alors il sera impossible de résoudre les équations (19 ) 
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et (^o) par rapport à 0 et à maïs, si oa les ajoute, après avoir 
multiplié la première par b, on aura 


Jp 


bn = O. 


La solution générale de celte équation du premier ordre est de 
la forme 


-/Ar/p 


?(?lh 


'f désignant une fonction arbitraire de p^ . Gomme X, Y, Z, T sont 
des valeurs particulières de cr, on voit que les rapports mutuels de 
ces quantités seront des fonctions de pi ; et, par suite, la surface (5/) 
se réduira à une courbe. 

Supposons maintenant que la fonction à ne soit pas nulle. Des 
équations (19) et (20 
qui seront 


) on pourra déduire les valeurs de 9 , 


(22) 

( 23 ) 


/ie=:é(TH- 

àp 



dQ 


en égalant la valeur de ^ fournie par la seconde formule à 

celle que Ton obtient par la différentiation de la première, on 
trouvera pour cr Féquation 


(^ 4 ) 


1 

) àp dpi \ dpi J dp 


I 


dcr / da ùb y d\o2ih\ 

— »-(«■— ^ — ) ar = O. 

dpi \ dp dpi dpi J 


Telle est Féquation à laquelle satisferont les coordonnées X, Y, 
Zy T d’un point quelconque de (S^ ). 

Nous sommes ainsi conduits, par une voie purement géomé- 
trique, à une méthode de transformation des équations linéaires 
aux dérivées partielles. Cette méthode, très importante, est due à 
Laplace qui Fa développée dans les Mémoires de V Académie des 
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Sciences pour iÿ^3 (’). Comme elle joue un rôle fondamental 
dans l’étude d’un grand nombre de questions géométriques, nous 
allons l’exposer, dans le Chapitre suivant, avec tous les dévelop- 
pements qu elle comporte. 


(’) Reckrclies sur le Cdciil intégral (m différences partielles, par M. de 
lA Place. Mémoires de Mathématique et de Physvjm de l’Académie des 
Sciences pour p. 3 iji-ilo 3 . Imprimé eu 1777. 
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CHAPITRE IL 

LA AIÉTHODE DE LAPLACE- 


Lcs deux cas d’intégrabilité immédiate. — Définition des invariants h et A; leurs 
propriétés. — Formes réduites. — Équations à invariants égaux. — Méthode 
de Laplace; première substitution, les invariants de Téquation transformée; 
deuxieme substitution. — Définition de la suite de Laplace, expression de z en 
fonction de s.. — Suites périodiques. — Forme générale de la valeur de - 
lorsqu’une des équations de la suite a un de ses invariants nul et peut être 
intégrée. — Proposition réciproque. — Détermination de toutes les équations 
pour lesquelles la suite de Laplace est limitée d’un seul côté. — Recherche 
des équations pour lesquelles la suite se termine dans les deux sens. — Pre- 
mière solution; théorème fondamental. — Deuxième solution: vérification di- 
recte du résultat. — Étude des expressions auxquelles on est conduit- — Rappel 
des recherches de M. Moutard. 


326- Considérons Féqaation linéaire aux dérivées partielles 


(0 


d-z dz dz 

-r — 1- a — -t- 6 — -f- = O, 

dx ajr ox ov 


OÙ a, 6, c désignent des fonctions quelconques de ^ et dey; elle 
peut être mise sous l’une ou l’autre des deux formes suivantes : 


(^) 






Introduisons les deux fonctions h et k définies par les relations 


( 3 ) 


h 


da 

dx 


ab — c. 




ve/ 7 

\-ab — c. 


Si h est nulle, la première des équations (a) peut se mettre 



sous la forme 


djc 
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(g+<..-) + 4(| + ».)=o 


et, par suite, la détermination complète de toutes les intégrales 
de l’équation ( i » se ramène à l’intégration successive des deux 
équations du premier ordre 


(4) 


da- 

ày 


bzi = O. 
-f“ CIÂ» -Sj, 


intégration qui n’exige que des quadratures. 

De même, si k est nulle, la seconde des équations (a) prend la 
forme 

et l’on pourra remplacer l’équation proposée par le système 

- 4 ~ = O. 

- 4 - 6 ^ = ^ 5 - 1 » 

tout à fait semblable au système (4)- 


suivant 

( àz.i 

(5) 

1 ày 

dz 


[ ùx 


327. Supposons maintenant que h et k ne soient pas nulles : 
nous allons montrer que ces fonctions jouissent de propriétés d’in- 
variance, qui ont une grande importance dans l’étude de l’équation 
proposée; nous envisagerons successivement les substitutions 

J5 = 

a:=cp(a?'), jK = ^(y); 

qui ne changent évidemment pas la forme de l’équation proposée. 
Faisons d’abord 

(6) z = \j,\ 

X étant une fonction quelconque de it? et de L’équation en 
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sera 


( ^ ^QgÀ \ dz' / dlo^À^ ^ 

/^~\ Éÿ.r“ 

j , / (^lo^X ^lo£:X I <^‘2À \ , 

( -4- ( c -i- a — : i- b ^ -4- V- ^ O. 

\ \ ôx üy A oxOrJ 

On calcule sans difficulté les nouvelles valeurs des fonctions h 
et k : on trouve ainsi que ces fonctions iront pas changé. 
Effectuons maintenant la substitution 

L’équation (i) deviendra 

5^-, + —. + b + c <Y(y)z -- O. 


Les nouvelles valeurs A', A' de h et de k seront 


( 8 ) 


^ h' — 

I k'=A-f'(T')Y(y)- 


Enfin la substitution 


x=y. 


jr = x 


échangera les valeurs de h et de k. 

Toutes ces propriétés justifient le nom invariants que nous 
donnerons à h et k. 

328. Lorsqu’on remplace ^ par \z, on a, nous l’avons vu, une 
équation de même forme 

,dz dz , 

— — ~ -i- U î- b C Z — O, 

àx oy ox ùy 
où a', V , é ont les valeurs suivantes : 

I a ^ CL-i T J 

\ àjr 


(9) 


b'==b-i- 


logX 
dx ’ 
<)lo"X 


d logX 


I 

X dxdy^ 


\ dx ày 

et qui admet encore les invariants h et k. On pourra toujours 



26 


LIVRE ÏV. 


CHAP. II. 


déterminer la fonction \ de telle manière que Ton ait 
(lo) a' b' — c'=o. 


En effet, en remplaçant b\ d par leurs valeurs, nous obtien- 
drons l'équation 


(ïi) 


^-logÀ 

ôxôy 


~ ab — r, 


qui fera connaître logX par une double quadrature. Nous appelle- 
rons équations réduites toutes celles dans lesquelles la rela- 
tion (lo) sera satisfaite. Il y a une infinité de formes réduites 
correspondantes à une équation donnée. Pour supprimer cet 
inconvénient, nous conviendrons de faire la quadrature double 
indiquée par la formule (ii) de telle manière que s’annule 
pour x = X(^ quel que soit y, que V s’annule pour 
quel que soit x» Ces conditions détermineront parfaitement les 
deux fonctions arbitraires introduites par l’intégration de l’équa- 
tion (ï i). 

La forme réduite ainsi définie peut se calculer exclusivement 
au moyen des invariants; car on a, par suite des expressions de h 
et de k, 


et, par conséquent, 


J dj^ 

dx ““ dy 


k, 


(ï2) 



h dXy 



c^=db\ 


Il suit de là que deux équations linéaires ayant les memes 
invariants peuvent toujours se ramener Vune à Vautre par la 
substitution 


Les formules d’identification ( 9 ) donneront d’ailleurs 


ù logX 

O io£î:a , ^ . 

6 t, par conséquent, À sera déterminé à un facteur constant 

près. 


339. On peut encore adopter d’autres formes réduites pour 
l’équation proposée. Les formules ( 9 ) montrent immédiatement 
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que 1 on pourra, par exemple, disposer de A de telle manière que 
s’annule identiquement et que s’annule pour Y — l'o- Alors 
on aura 

0.r 

Oy ' dy ^ 

et, par suite, 

c' = — A, U = 1^ {k — A) dy, et = o. 

^ >0 

La forme réduite serait donc 
(i3) 


<)2^' 

0 , 1 ' 




Il est clair que l’on pourrait, par rechange de x et de j-, obtenir 


la forme analogue 


d^-z' r 1 dz’ 


dz' 


où le terme en ^ a disparu. On reconnaît ainsi que, dans le cas 

où les inyariants sont égaux et dans ce cas seulement, on peut 
ramener l’équation proposée à la forme 


Oa; Oy 


= A>^. 


330. Après ces remarques et ces définitions préliminaires, nous 
allons exposer la méthode de Laplace. 

Supposons que les invariants h et k ne soient pas nuis. Nous 
pourrons substituer à l’équation proposée (i) deux équations de 
même forme dont l’intégration entraînera celle de l’équation (i). 

Faisons d’abord la substitution définie par la formule 


(i5) 



L’équation proposée pourra s’écrire 
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L’élimination de .s eatre ces deux équations conduit, nous 
l’avons vu, à Féquation nouvelle 


'-* 7 ) 

où l’on a 


d^jsi dzx . dzi 

-r ^ -f- dt — Ol — 

ôo' dy Ox uY 


Ci^i = O, 


u 8 j 


d lo<î/i 

-TS--’ 


= b. 


Cl 



ôj^ 


b 


d loi^ h 


Les nouvelles valeurs des invariants seront 


1191 


j hi^->.h-k~ 

I k, - h. 


d- lo»: h 
üx ô r ’ 


Elles s’expriment, comme il fallait s’y attendre, uniquement en 
fonction des invariants de l’équation donnée. 

Effectuons de même la substitution 


< * 20 ) 



nous aurons 

( 21 ) kz v-az-u 

dy 

et nous serons conduits pour 2_, à l’équation 


( 22 ) 


dz—i J d 3 _i 


avec les valeurs suivantes des coefficients 


< 23 ) a__i = a, 


6-1 = 6 


à lo^X- 


c-i 


dh ùn. c?lôir4' 

a — 

dy àx ùx 


Les valeurs correspondantes des invariants seront 


( 24 ) 





= ‘xk — h — 


ù- lo"/: 
ôx dy 


Ainsi, par les deux substitutions indiquées, on déduit de l’équa- 
tion proposée, que nous désignerons par la lettre (E), deux équa- 
tions nouvelles (E^ ) et (E_i ). On peut évidemment appliquer la 
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même métliode à ces deux équations; mais il importe de remar- 
quer qu’elle ne donnera pas deux équations nouvelles pour cha- 
cune d’elles. La formule (21 mise sous la forme 



nous montre que la première des deux substitutions appliquée à 
l’équation (E_ï ) nous ramènerait à l’équation proposée dans 

laquelle z serait remplacée par et la formule (16) montre de 

même que la deuxième substitution, appliquée à (E,), nous ra- 
mènerait à l’équation proposée dans laquelle serait remplacée 

Si donc on regarde comme équivalentes deux équations qui 
se ramènent l’une à l’autre par le changement de z ea^Âz et qui 
ont, par conséquent, la même réduite et les mêmes invariants, on 
voit que les substitutions de Laplace appliquées successivement 
nous donneront seulement une suite linéaire d’équations 

(E-a), (E_i), (E), (El), (Ea), ... 

à indices positifs et négatifs, dans laquelle chaque équation (E/) se 
déduira de l’équation (E/_4). par la première substitution et de 
l’équation ) par la deuxième. Si l’on remplace partout, pour 
éviter toute confusion, les variables x et y par p et p^, et si l’on se 
reporte à l’interprétation géométrique de la méthode de Laplace 
donnée au Chapitre précédent, on reconnaîtra que, (E) étant 
l’équation relative au système conjugué tracé sur la surface (D), 
(Ei) sera l’équation relative au système conjugué tracé sur la sur- 
face (S/). 


331 . Les invariants des équations (E^) se déduisent les uns des 
autres par l’emploi répété des formules (19) et (24)- O» trouve 


ihi — ki- 


d- logA/ 
dx dy ’ 


Ces formules pevivent être résolues par rapport à A, et et 



3o 

elles donnent 


LIVRE IV. 


CÏ1\P. II. 


(aC) 


I hi = 
i ki = 


dx ôy 


On pourra d’ailleurs attribuer à l’indice i toutes les valeurs 
entières, positives ou négatives; on retrouve, par exemple, les 
formules (19) et (24) en faisant i—o et i~- — i. On pourrait 
aussi, au lieu de considérer deux séries de quantités A/ et /e/, 
introduire seulement les quantités A/. On aurait alors une suite de 
quantités 

/i_2, h, hi, îu, ... 


se déduisant les unes des autres par la formule de récurrence 


(27) 


-f- hi—i 


%hi 


d- \o"h/ 
üx dy ’ 


et les invariants de l’équation (E/) seraient hi et . L’équation 
(E) fournira donc les deux ternies consécutifs h et et la 
relation précédente permettra de calculer les autres de proche en 

Il est difficile d’obtenir directement l’expression de A/ en 
fonction de A et de A_i . On peut signaler cependant la relation 





hi^i = hi -T- A — k 


log AAi . . . hj 
dx dy 


qui s’obtient par la combinaison linéaire des équations (a'j). 

Les formules relatives à la substitution par laquelle on passe de 
l’équation (E/) à l’équation (E) peuvent être écrites sons une 
forme où ne figurent plus que les invariants des équations inter- 
médiaires. Si l’on se reporte, en effet, aux équations (18), on 
reconnaît que le coefficient b de l’équation linéaire demeure tou- 
jours le même si l’on applique indéfiniment la première substitu- 
tion. La formule (16) donnera donc, en général, 

dx ‘ 

hi—\ ùx 


ou 
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L application répétée de cette formule conduit à la suivante 
(^'9) 


^ ^—fùcLx à 1 d 

h dx hi dx 




qui détermine en fonction de Zi et de ses dérivées par rapport à 
X prises jusqu’à l’ordre En opérant de même avec la formule (' 1 5 ). 
on obtiendra l’équation 


(3o) . . . A,_, A ^ . . . i ^ 

dy dy h dy ' ^ 


qui fait connaître Zi en fonction de 

Il existe, évidemment, des formules analogues relatives à la 
deuxième substitution; il suffira d’ailleurs, pour les obtenir, 
d’écbanger, dans les formules précédentes, tout ce qui se rapporte 
aux variables x et y. 


332. On peut se proposer un grand nombre de questions dif- 
férentes au sujet de la suite d’équations linéaires fournie par la 
méthode de Laplace. Examinons, par exemple, les cas les plus 
simples dans lesquels la suite sera périodique. Si l’on veut que 
toutes les équations de la suite soient identiques, il suffira que 
l’équation (Ei) soit identique à (E), c’est-à-dire que l’on ait 

/ij = /ij Xtj = Âr. 


Les formules ( 19 ) nous donneront alors 


k = h, 


d- log/i _ 
dx dy ~ 


h=XY. 


En adoptant pour nouvelles variables x, y des fonctions con- 
venablement choisies de x et de y, on pourra réduire la valeur de 
h à l’unité (n® 327). L’équation (E) aura donc pour forme réduite 
(n« 3291 

-^±-= - 
dxdy 

On reconnaît, en effet, immédiatement que la méthode de La- 
place transforme celte équation en eUe-raême. 

Si l’on veut que les équations (Ez) se reproduisent de deux en 
deux, il suffira que l’équation (Eo) soit identique à l’équation (E), 
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c’est-à-dire que Ton ait 


A, 


= k. 


On est ainsi conduit au système 

lo"A: 


^k — ^ A - 


■a A — 2 A 


ôxdy 
d* lôgA 
dxdy 


O, 


= O, 


qui doit déterminer h et k. En ajoutant les deux équations, on 
trouve 


0 - loi^AA 
Ox dy 


= o. 


hk = XY. 


Ici encore, en remplaçant les variables y par des fonctions 
nouvelles de ces variables, on peut ramener la relation précédente 
à la forme 

hk = i; 


tout se réduira donc à l’intégration de l’équation 


à- logA 
dx dy 



que nous rencontrerons plus lard dans la théorie des surfaces à 
courbure constante et dans l’étude d’autres questions de Géo- 
métrie. Si l’on pose 

A = 

elle prend la forme 


(3i) 


d^e 

ôxdy 


= — e"® ). 


333- Nous laisserons de côté, pour le moment, Fétude de cette 
équation et l’examen des questions analogues que Fon peut se pro- 
poser relativement à la suite de Laplace^ pour nous attacher sur- 
tout au problème le plus important, et rechercher dans quel cas la 
méthode de Laplace peut donner l’intégrale générale de l’équation 
linéaire proposée. Cette méthode ramène l’intégration de Féqua- 
tioQ proposée à celle de l’une quelconque des équations (E/)î il 
suffira donc que l’on sache intégrer l’une de ces équations. C’est 
ce qui aura lieu, en particulier, si l’un des deux invariants A/ ou 
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ki est nul : il importe seulement de bien définir les condi lions 
dans lesquelles la méthode réussira. 

Supposons d’abord qu’après avoir appliqué une ou plusieurs 
fois la première substitution, on rencontre une équation ( E / 1 
d’indice positif pour laquelle un des invariants soit nul; ce ne 
pourra être que Finvariant puisque l’invariant ki de celle 
équation est égal, d’après les formules (20 ), à Finvariant de 
l’équation précédente (Ei_, ), qui, par hypothèse, n'est pas nul. 
Ecrivons donc 

hi — O. 

L’application de la méthode de I^aplace sera alors arrêtée, et il 
sera impossible de former Féquation (E/^, ): mais Féquatîon ( E/i 
pourra, nous Favons vu au n° 326, se mettre sous la forme 



. -N 


ôjb' 

\ôy ‘ ^'*^7 



et elle admettra Fintégrale première 

Oy 

Y désignant une fonction quelconque de y. Une nouvelle inté- 
gration donnera la valeur générale de qui sera 

(3-i) 

Cette solution est de la forme 
(33) = 


a et ^ étant des fonctions déterminées de x et de j -, X et Y dé- 
signent les fonctions arbitraires, qui dépendent respectivement de 
la seule variable x et de la seule variable jy. 

De la valeur de Zi on passera à celle de -s. Nous avons vu plus 
haut (n® 331) que x; sera une fonction linéaire et homogène de 
et de ses dérivées par rapport à x jusqu’à Fordre i. La forme 
D. — II. 3 



LIVRE IV. — CH AP. II. 


34 

générale de la valeur de ^ sera donc la suivante 

j a(x-J Y grfr) 

i -^A,(x-^/Yg4.)+...+ A,(x"’+/Ygrf^), 

A, x\.|, , A/ désignant des fonctions déterminées de æ et de y. 

On voit que la fonction arbitraire Y sera engagée en général sous 
plusieurs signes d’in tégration. SL l’on annule cette fonction, on 
obtiendra la solution 

( 35 ) -3 = AX -î- - . .~r- AjX^^^, 

qui est moins générale, mais où la fonction arbitraire X est dé- 
gagée de tout signe d’intégration. * 

334. Réciproquement, toutes les fois que l’équation linéaire 
proposée admettra une solution particulière de la forme précé- 
dente, l’application répétée de la méthode de Laplace conduira 
certainement, après des opérations en nombre au plus égal à à 
une équation linéaire dont l’invariant h sera nul. Pour démontrer 
ce point essentiel, remarquons que, si l’on substitue une expres- 
sion de Z de la forme (35) dans l’équation proposée, elle prend la 
forme 

HX H- Hi X^H-. . .H- = O. 

Si l’équation doit être vérifiée, comme nous le supposons, 
quelle que soit la fonction arbitraire X, il faudra que H, H 4 , . . . , 
soient nuis. En effet, si ces expressions n’étaient pas toutes 
nuUes, il suffirait d’attribuer ky une valeur arbitraire dans l’équa- 
tion précédente, pour obtenir une relation linéaire entre la fonc- 
tion X et ses dérivées : cette fonction ne pourrait donc être choisie 
arbitrairement, ce qui est contraire à l’hypothèse. 

On calcule aisément les valeurs de et de On a 
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On voit donc que la fonction A/ devra satisfaire à Téqualion 


-i-aXi = O. 


En outre, si Ton égale à zéro la valeur de H/ en y remplaçant 
^ par sa valeur tirée de l’équation précédente, on trouve 

( 37 ) = 

Ces points étant établis, appliquons la première substitution, 
définie par la formule (i 5). On aura 


et, en vertu de la relation (36), la valeur de ne contiendra plus 
les dérivées de X que jusqu’à l’ordre i — i au plus. D’ailleurs, 
d’après la formule (S^), le coefficient de sera — AA/. Il ne 

sera donc nul que dans le cas où l’invariant h le sera. 

Par conséquent, l’application répétée de la substitution nous 
conduira à une équation (Ey), d’indice j inférieur à i, pour la- 
quelle l’invariant h sera nul; ou bien nous finirons par obtenir 
l’équation (E/) admettant une solution de la forme 




AX, 


La substitution directe montre alors que, pour cette équation 
aussi, l’invariant h est nul. Donc, dans tous les cas, au bout de i 
opér'ations au plus, la méthode de Laplace conduira à une 
équation intégrable. 


335. En rapprochant les résultats précédents, on peut parvenir 
à une proposition précise ; mais il faut que nous présentions au- 
paravant quelques remarques sur les expressions de la forme 

U = AX -h AiX'-f-. . 

qui contiennent une fonction arbitraire et ses dérivées jusqu’à un 
ordre déterminé. 

Il est évident qu’il est toujours possible de remplacer de telles 
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expressions par d'autres cpii contiennent les dérivées jusqu’à un 
ordre plus élevé. 

Substituons, en effet, àX une expression telle que la suivante 


. a V — 

.... 


où a, ;3, . . À désignent des fonctions données de x et X| une 
fonction arbitraire nouvelle. La fonction U sous sa nouvelle forme 
contiendra les dérivées de Xi jusqu’à l’ordre i H- p- Réciproque- 
ment, il pourra se faire que le nombre des dérivées puisse être 
diminué dans U par un choix convenable de la fonction arbitraire. 
Par exemple, la fonction 




peut être ramenée à une forme plus simple, si l’on pose 

Xh-X^=Xi. 


Nous dirons dans la suite que la fonction U est de rang i -i- i 
par rapport à x^ lorsque l’ordre de la plus haute dérivée de X 
qu’elle contient est i et lorsqu’il sera impossible de l’amener à 
une forme dans laquelle figureraient un nombre moindre de dé- 
rivées de la fonction arbitraire. Nous ne chercherons pas à indi- 
quer ici comment on reconnaît, d’une manière générale, si une 
fonction U est écrite sous sa forme la plus simple. Cette question, 
qu’il est aisé de résoudre, ne se présentera pas dans la théorie 
qui nous occupe. 

Nous avons vu que, si l’équation (Ëj) est la première pour la- 
quelle l’invariant A devienne nul, il existera une solution de 
Téquation proposée contenant une fonction arbitraire de X et ses 
dérivées jusqu’à l’ordre i. Je dis que celle solution est irréduc- 
tible quant au nombre des dérivées et que son rang est bien 
I -h i . En d’autres termes, il sera impossible de l’exprimer, ou 
même de trouver toute autre solution de l’équation, sous une 
autre forme contenant une fonction arbitraire de x et ses dérivées 
jusqu’à l’ordre i~ p. En effet, si cela était possible, il y aurait, 
en vertu de la réciproque déjà établie, une équation (Ej) d’ordre 
au plus égal à t — p et, par conséquent, certainement inférieur à 
i pour laquelle Tinvariant h serait nul j ce qui est contraire à Thy- 
pothèse. 
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II résulte de là évidemment que, lorsque la première équation 
pour laquelle Finvariant h s’annule est (E/), toiUe équation 
cU indice positif ou négatif admettra une solution de 
rang k-{-\ par rapport à x. 

Les résultats précédents s’appliquent sans modification lors- 
qu’on emploie la deuTiièine substitution; le mode de formation 
des équations d’indice négatif (E_,), (E_2L ... se ramène en 
effet à celui des équations à indice positif par l’échange de x et 
de y. On volt donc que la suite des équations d’indice négatif 
cessera d’être illimitée et se terminera à une équation (E__y) pour 
laquelle l’invariant A' sera nul toutes les fois que l’équation linéaire 
proposée admettra une intégrale particulière 

^ = BY-i- 

de rang y + i par rapport et vice versa. 


336 . Les développements précédents permettent de former très 
aisément les équations linéaires dont la méthode de Laplace peut 
fournir l’intégrale générale. Supposons, par exemple, que l’on 
veuille obtenir toutes les équations admettant une solution de 
rang t H- 1 par rapport à c’est-à-dire pour lesquelles la suite 
des équations d’indice positif se termine à (E/). On choisira arbi- 
trairement ai el b i] l’équaliott 



déterminera ensuite Ci. La valeur de l’intégrale générale sera 
donnée par la formule (Sa); les relations (26) feront ensuite 
connaître de proche en proche les invariants h et k des équations 
(E/_4)3 - - - , (E). D’après l’application répétée de deux des for- 
mules (18), on aura 


h = bi. 


] a = cii \og{hJii . . . 

l 


La valeur connue de l’un des invariants h ou A: permettra ensuite 
de calculer c. On aura, par exemple, 
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On pourra même obtenir, sous forme développée, la valeur gé- 
nérale de Il suffira d’employer la formule ( 29 ), ce qui donnera 


( 40) 7 — r — ■ • • / r r® r ? ^■^)1 ■ 

^ h Ox hi Ox /|/~1 OX [^ \ J ^ /J 


Si on laisse de côté l’intégrale qui représente le facteur 

arbitraire par lequel on peut multiplier cette formule ne con- 
tient que les invariants et la fonction 9 dont la valeur est 


(4i> 




et qui peut, elle-même, être regardée comme un invariant; 
on a 


fP loge _ ^ 
ox ôy ôy 


dai 

üx 


— hi — Ki — 


car 


L’application de la seconde formule (38) nous fournit encore 
la valeur suivante de 9 

(42) 6 A/ii... A, w, 

et cette relation permettra de calculer 6 quand l’équation sera 
donnée. Pour obtenir la partie de l’intégrale générale qui dépend 
de X, il suffira de remplacer Y par zéro. 


337. Il n’y a donc, on le voit, aucune difficulté à former l’en- 
semble des équations linéaires dont la méthode de Laplace fournit 
l’intégrale générale, après des opérations dont on peut fixer le 
nombre à l’avance. Proposons-nous maintenant de déterminer, 
parmi toutes ces équations, celles pour lesquelles la suite de 
Laplace se termine dam les deux sens et qui admettent, par con- 
séquent, une solution générale de la forme 

5 = AX 4- AiX . .-f- H. B Y - 4 -. . .-f- By Y^’>, 

entièrement débarrassée de tout signe d’intégration. 

L’expression précédente est de rang i H- i par rapport à æ? et 
de rang/ -i - 1 par rapport à y, La somme i -h j sera appelée le 
nombre caractéristique de l’équation. Il est aisé de voir qu’il ne 
change pas quand on applique les substitutions de Laplace; car, si 
l’on passe de l’équation (E) à (E^), par exemple, le nombre i aura 
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dinainué de h unités, mais le nombre j aura augmenté de la meme 
quantité (n® 333); la somme de ces deux nombres n'aura donc pas 
changé. D’après cela, si l’on considère l’équation (E/) de rang 
pour laquelle l’invariant h est nul et qui est de la forme 


A 

dx dy 



^ aizi ) = O, 


tout se réduira à exprimer qu’elle admet une solution de rang i 
par rapport à jî et de rang f-h y -f-i par rapport à y. Posons, 
pour abréger, n—i-{-jçX faisons la substitution 


l’équation se ramènera à la forme 



a désignant une fonction de x et dey. En intégrant, on aura 



Y| désignant une fonction arbitraire dey et X une fonction arbi- 
traire de X. La question à résoudre sera ramenée à la suivante : 

Exprimer que V équation (44) admet une solution de la 
forme 

(45) 0 = X -t- B Y + Bi Y' -i-. . .4- B;,Y'^«^ 

OM B, Bi, B,^ sont des fonctions déterminées de x et de y 
et X, Y des fonctions arbitraires de x et de y respectwement. 


En substituant l’expression précédente dans l’équation (44) 
en donnant à x une valeur numérique quelconque, on reconnaît 
immédiatement que les deux fonctions arbitraires Y et Y 4 doivent 
être' liées l’une à l’autre par une relation de la forme 

(46) Yj = ^Y -h ^lY^ -r-- . .-T- 

X, , . - . , désignant des fonctions de y parfaitement déter- 
minées. Si l’on remplace 6 et Yi par leurs valeurs dans l’équation 
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! i t % devra donc avoir 


' 4. 


(iîY-: n,Y' 


Y " 1 = a( À Y -- À. Y' 


cl cria pour toutfs îes formes possibles de la fonction Y'. Pour 
qu'il en soir ainsi, il faut évidemment que les coefficients de Y et 
des dérivées Y'^ soient égaux dans les deux membres. En égalant 
ces coefficients, on obtient ainsi le système 


uB 

ny 

«B, 

*n‘ 


B = aAî, 


r- — ^A/,. 

ÜY 


B,, 


~ aA, 


L'élimination des quantités B montre que a devra satisfaire à 
l'équation 

() <)- 


qui est linéaire et d'ordre n + i par rapport à a, tous les coeffi- 
cients étant des fondions de j'. On aura ensuite les valeurs 


i B,, — 

B„-i ^ aÀ,i — (aA„_:-iY 


B = aÀi — — ( aÀ^ t . 
Oy 


f)n 




qui permettront d’écrire l’expression de 6. 

D’après la méthode précédente, on voit que, pour résoudre 
complètement le problème proposé, il suffira de choisir arbitraire- 
ment « -t - 2 fonctions de y A, Ai-* X'/+i, d’intégrer ensuite 
l’équation linéaire du n -f- ordre à une seule variable indé- 
pendante ( 49)y ce qui donnera a et permettra déformer l’équation 
(E/), Les formules (48) et (45) donneront ensuite l’intégrale gé- 
nérale de cette équation, et l’application répétée des substitutions 
de La place permettra de former par vole de récurrence l’équation 
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4 t 

(E), ainsi que son intégrale générale. Mais celle solnlion, qni se 
présente ainsi de prime abord, peut être notablement simplifiée et 
perfectionnée. 


338. Il faut d’abord lever une objection qui se présente inimé- 
diatement. L’expression obtenue pour l’intégrale générale sera- 
t-elle irréductible quant au nombre des dérivées de la fonction 
arbitraire et ne pourra-t-on pas, par un choix convenable de 
la fonction réduire ces dérivées à un moindre nombre? Il est 
aisé de reconnaître que cela aura lieu dans certains cas et de 
donner un caractère précis permettant de distinguer les valeurs 
de a pour lesquelles l’intégrale générale sera bien réellement de 
rang n -f- i par rapport à y. 

Nous rappellerons d’abord une identité empruntée aux deux 
théories voisines de l’équation adjointe et des conditions d’inté- 
grabilité des expressions différentielles. Si l’on définit les fonc- 
tions nouvelles de r, [jl, . . ., par l’identité 

{ IJLÜ) ’i-i Üj' -4- JJLo tü" H- . . . -f- [Xn^i 


(51) 




fP 

— (OJ).,) (- 


OÙ to désigne une fonction de forme quelconque, on aura aussi 


(5*.>0 


( X(0 -t- Xi (ti' -î- Xq to" -î- , . - X/I^-I 

f) fji <9" -«-J 


<b' 


et, par conséquent, les fonctions A pourront s’exprimer au moyen 
des fonctions p.. On aura, par exemple. 


( 53 ) 




= ( — 




a„ 4 ,i 


Ainsi, les fonctions p pourront être choisies arbitrairement; on 
en déduira ensuite les fonctions 7^ par l’emploi de 1 identité 
Ces points étant rappelés, si l’on se reporte à l’équation (49)? 
voit qu’elle prend la forme 

|jtoc -f- fJLi a' -i- . . . -i- 1 = o, 


(54) 
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4^ 

et, par suite, réquatîon à laquelle doit satisfaire a, considérée 
comme fonction de est une équation linéaire quelconque 
d’ordre Cet ordre ne s’abaissera dans aucun cas; car, en 

g 

vertu des formules (4*^) et (53)? P-k+i est égal au signe près à — - 

et ne peut s’annuler qu’avec B, 2 . Si l’on prend pour a une solution 
quelconque de l'équation (54)5 déterminera les fonctions \ par 
l’identité ( oa), puis les B par les formules (48); et l’on aura, en 
substituant dans la formule (45), l’intégrale générale, qui con- 
tiendra la fonction Y et ses dérivées jusqu’à l’ordre n. 

Le résultat des raisonnements précédents se traduit par les deux 
propositions suivantes. 

Si rintégrale générale est de rang -}- i ou de rang inférieur 
par rapport à a, considérée comme fonction de satisfera à 
une équation linéaire d’ordre /^ + i dont tous les coefficients 
seront des fonctions de y. 

Inversement, si a, considérée comme fonction de y^ satisfait à 
une équation linéaire d’ordre -j- i et dont les coefficients sont 
des fonctions dey^ l’intégrale générale sera au plus de rang n + i 
par rapport à r. 

En rapprochant ces deux propositions, on obtient évidemment 
le théorème suivant : 

Pour que V équation linéaire 

üx \ a ôy ] 

admette une solution de rang n-{- i par rapport à y^ dest- 
à-dire pour que sa solution générale soit de la forme 

e = X -f- B Y -î- Bi Y -T-. . .-f- 

et ne puisse pas être mise sous une forme analogue où il y 
aurait moins de dérivées de la fonction arbitraire de r , il faut 
et il suffit que a, considérée comme fonction de y y satisfasse à 
une équation linéaire d^ ordre n-\-i dont les coefficients soient 
des fonctions de y et ne satisfasse pas à une équation linéaire 
semblable, mais ordre moindre. 

D’après cela, si l’on désigne par Y, , Y,, . . . , Y„^, n -+- 1 soin- 
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4 ^ 

lions particulières quelconques de l’équation à laquelle satisfait a, 
on devra prendre 

= YjXi ^- 2 ^ 2 ^-. . 

Xj, Xo, • • - , X,i^i désignant des fonctions de x qui seront assu- 
jetties à la seule condition d’être linéairement indépendantes, afin 
que a, considérée comme fonction de r, ne satisfasse pas à une 
équation d’ordre inférieur à n -î- i . 

Si l’on se donne a priori les solutions Y,, Y2, - . - , on 

pourra déterminer les fonctions jjl par les équations 

«j-Yi H- -H. . . = O. 

J-tYj-î- ^ = O, 


et la solution complète du problème n’exigera plus aucune inté- 
gration. Mais nous allons voir que l’on peut présenter cette solu- 
tion sous une forme beaucoup plus élégante et plus commode 
pour les applications- 

339 . Reprenons l’identité (47) et désignons par l o, . . 
n + i solutions particulières distinctes de l’équation linéaire 

( 55 ) X Y -f- Y . H- = O ; 

j'i, . . . jyn+i seront des fonctions dey dont le déterminant 




yi 

y^ 



(56) 

A = 

y\ 

y± 

--- .r«4i 



7i 

yT 

J ri+l 


ne sera pas nul. 

L’équation (47) devant avoir lieu pour toutes les formes pos- 
sibles de la fonction arbitraire Y, remplaçons-y Y par l’une quel- 
conque yi des solutions particulières précédentes. Nous aurons 

^nyï ^) = e? 

et, par suite, en intégrant 

( 57 ) By/ Bifi 'S- - - - BnyT^ = O. 
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Xi désignant une fonction de la seule variable x. En attribuant à i 
toutes les valenrs 2, i ? on obtient ainsi i équations 

différentes d'oii l'on pourra tirer les valeurs de B, Bi, • - • B,^. 

Porter ces valeurs dans la formule ( 45 ) qui donne 6, c’est éliminer 
B, B, entre les équations précédentes et la suivante 

On est ainsi conduit à la valeur suivante de 6 


■ ‘i iy ) 



Y' 


Ji 


yf//) ! 

yr \ __ ff 

.... X’ 







1 


J «ri 


i 


A étant le déterminant déjà défini par l’équation (ofi). De la valeur 
de h on déduit celle de Zf 


i his ) 


= MH, 


M désignant une fonction déterminée de x et dey dont la valeur 
ne joue aucun rôle dans la tliéorîe. 

Il est aisé de vérifier que la valeur précédente de 6 satisfait bien 
à Téquation (44) 


OÙ I on a remplacé par sa valeur (46), et de déterminer l’ex- 
pression de a au moyen des fonctions or/, yi. La valeur de 0 , 
ordonnée suivant les fonctions X et Xi^ est évidemment de la forme 


® — Y-i- — -i- iin-hi ^«+1 J 

es coefficients ?// contenant la fonction Y et ses dérivées. D’après 
l'expression ( 58 ) de cette fonction sous forme de déterminant, on 
reconnaît immédiatement que l’on a 

ô = X — Xi pour Y = yi. 

11 siiil de là que la dérivée sera nulle toutes les fois que l’on 
remplacera Y par r/, et, comme elle est linéaire par rapport à Y 
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et à. ses n -f- i premières dérivées, on aura 


Y V ... Y"-‘ 

y\ 

yti->rl Xn^-I yn^i' 

P désignant une fonction qui ne contiendra plus \ . Le détermi- 
nant qui figure dans l’équation précédente est évidemment propor- 
tionnel au premier membre de TéquaLion (53;; et, par suite, 
l’équation précédente est bien équivalente à l’équation (3g ) qu’il 
s’agissait d’établir, Quant à la valeur de a, on l’obtiendra, par 
exemple, en égalant les coefficients de la dérivée dans les 

deux membres de l’équation (Sg), ce qui donnera 



(6o) 


## — ^ 


yi 

yi 

ri 

y’i 

... 

... Jÿ'-*’ 


^n+-l 

yn^i 

y'n+i 

... J'ifxV’ 


S’il y avait une relation linéaire quelconque entre les fonc- 
tions Xi^ a considérée comme fonction de y satisferait à une 
équation linéaire d’ordre inférieur à n -h i • Ainsi les fonctions Xi 
doivent être indépendantes au même titre que les fonctions y i. 


340 . La solution que nous venons de donner offre ce grand 
avantage qu’elle permet de former non seulement l’équation (E/), 
mais encore toutes celles d’indice moindre et, en particulier, 
l’équation primitive (E). Il résulte en effet de la formule ( 29) que 
la valeur de s, satisfaisant à l’équation (E), sera de la forme 


{61) 


-3 — 1^1 


Ô^î 

àu: 



et, d’autre part, nous savons que cette solution z sera de rang 
i -f- 1 par rapport à j; et de rang 74-1 par rapport à y y c’est- 
à-dire qu’elle sera aussi de la forme 

( 61 } .3 = pX H- piX'H- . . H- ^ Y + . . Yy Y^^). 

L’expression de ^ résulte aisément, on va le voir, du rapproche- 
ment de ces deux formules. 
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Si Toii se reporte en effet aux équations (58) et (58 bis), on 
reconnaît immédiatement que zi s'annule toutes les fois que l’on y 
attribue à X et à Y les valeurs suivantes 

X = Y = yp, 

P désignant un des nombres i, i • H en sera de même, 

évidemment, pour toutes les dérivées de Zi et, par suite, pour z 
qui est une fonction linéaire de ces dérivées. On aura donc, quel 
que soitrindice /?, 

S/a')/-- -T- Tl • • - -î~ == O- 

Les équations ainsi obtenues déterminent les rapports mutuels de 
3, 3, , .... y., . . ., Yy et conduisent à l’expression suivante de z 




X 

X' 

... X''-’ 

Y 

Y' 

... Y<^> 

(iS 1 

^ = X 

•^I 


*^1 

yt 

r'i 





■^«+1 

y*i 4) 

'^n+l 

y/z-i-i 

J'n+i 

••• .riZ+i 


N étant une fonction que l’on peut choisir arbitrairement et dont 
ia valeur n’a aucune influence sur les invariants de (E) (^). 

Il est intéressant de vérifier directement que la valeur précé- 
dente de satisfait, quelles que soient les fonctions X, Y, à une 
équation linéaire du second ordre. On y parvient aisément de la 
manière suivante. 


(’) Nous avons admis dans le texte que les équations 

? • • • 4- -h r H- ... -h = O 

déterminent les rapports mutuels des coefficients p,,, On pourrait objecter que, 
pour certaines formes des fonctions ces équations deviendront indéter- 

mineCb. Si on les résout suivant la méthode ordinaire, on trouvera, en désig'nant 
par A le déterminant qui figure dans Fexpression de 

^ ^ dA dA “ dA ‘ 

dX dX' dXi‘i dŸ 

Nous verrous plus loin, au n“ 342 , que les deux déterminants 4^, ne sont 

dXCô dY^iJ 

jamais nuis tant que les fonctions et les fonctions sont linéairement indépcn- 
dantcb. Cette hypothèse étant ici réalisée, les équations considérées ne seront l'amais 
indéterminées. 
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Si r on difierentie l’équation (6si), on aura successivement 


Ox ôx * üx ox 


.Ëf = ^ X - 
<>y ày' 


d^-z 


é)5 3 


ôx ôy dx dy 


X 


dy ' àv 'j 

<1^ ^ _ÿy_ Y ^ .J. f?!/ 

ôy dx ü v Ox 


Il suit de là que l’expression 

In^vy Oz 

dx ôy ôy ôx dx dy 


ne contiendra les dérivées de X et de Y que jusqu’aux ordres 
L et J respectivement. D’ailleurs elle s’annule, comme z, pour 

X = ÆTp, \ = J'p. 


Elle est donc proportionnelle à et l’on a 


( 64 ) 


d'^z ^logp/ dz <)logYy àz ^ 

dx ôy ôy ôx ôx ôy 


O étant une fonction déterminée de x et de y. On peut l’obtenir 
comme il suit. 

Si, dans l’expression de js, on attribue à X la valeur i et à Y" la 
valeur o, on trouve 5 = p. Si l’on fait de même X = o, = i , on 
trouve Z Les deux fonctions p et y sont donc des solutions 
particulières de l’équation précédente. En les substituant dans 
l’équation à la place de js, on aura deux relations dont chacune 
suffira à déterminer o. 

En résumé, voici le résultat auquel on parvient : si l’on veut 
obtenir toutes les équations linéaires pour lesquelles la suite de 
Laplace est limitée dans les deux sens et se compose de m équa- 
tions, on choisira m couples de fonctions yp^ les fonctions Xp 
ne dépendant que de x et les fonctions yp ne contenant que r? 
de telle manière qu’il n’y ait aucune relation linéaire à coefficients 
constants, soit entre les fonctions Xp^ soit entre les fonctions 
Les différentes équations qui composent alors la suite de Laplace 



sont celles qui admettent les intégrales générales suivantes 


X X' ... X' 

Y 


... Y'-'-' 

x\ ... .r/ 

J'i 

y\ 

V'/’ 



J‘2 

y'i 

• • • y'^P 

ï 

yni 

y’m 

l'O) I 

• - • J ni \ 


la somme i j étant égale à m — i et M désignant une fonction 
déterminée, dont la valeur n’a aucune importance, au point de vue 
auquel nous nous plaçons, puisqu’elle n’influe pas sur les inva- 
riants de chaque équation. Comme on peut donner à i les valeurs 
O, ï, m — I, la suite de Laplace se composera de m équa- 
tions. 


Le cas le plus simple est celui où l’on a m = 


écrire 

ou plus simplemeut 


\.r, 


Tî) 


^ = M(Xi-YO. 


Alors on peut 


La suite de Laplace se compose d’une seule équation pour laquelle 
les iuvariaats sont nuis. 

Puis vient le cas où l’on a deux équations admettant respective- 
ment les intégrales générales 



X X' Y 


X Y 

Y' 

Z r= M 

.z-i x\ ri 

, — N 

yi 

y\ 


^*2 y 2 


X-l J'2 

y'. 


et ainsi de suite. 


34L Nous rencontrerons, dans la suite, des expressions sem- 
blables à celle qui est donnée par la formule (65), mais les fonc- 
tions xu ainsi que les fonctions y/, pourront ne plus être linéai- 
rementindépendantes. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant 
quelques propriétés très simples des expressions ainsi définies. 

D’abord, il est clair que le facteur M seul est changé si l’on 
combine linéairement les couples yi)^ c’est-à-dire si l’on 
eflecLue une même substitution linéaire sur les Xi et sur les yi^ 

Il en est de même si l’on multiplie toutes les fonctions Xi par 
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une même fonction de et toutes les fonctions ) / par une meme 
fonction de y; car on reconnaîtra par un calcul facile que. si Ton 
remplace x'i par px/, X par pX, Vi par g- r/ et Y par c-Y, p dési- 
gnant une fonction de ^ et cr une fonction de y, le déterminant se 
reproduit multiplié par 

Il en est encore de même si l’on eflectue un chanoenienl des va- 

O 

riables indépendantes en remplaçant æ par une fonction de x et ;* 
par une fonction de y. 

En combinant les deux dernières propriétés, on reconnaît que, 
par un simple changement de notations, on pourra toujours ré- 
duire Tun des couples {xi, Vi) au couple simple (i, i). De plus. 

si Ton prend comme nouvelles variables x et y les rapports ‘^5 

— Cl que l’on réduise le couple {\r,, r^) à Funité, le second 

J'I 1 V . . 

couple sera réduit à (j:, j>'). 

Supposons maintenant qu’il y ait des relations linéaires, soit 
entre les fonctions soit entre les fonctions yi. Par des combi- 
naisons linéaires des couples, on pourra réduire à zéro autant de 
fonctions X£ qu’il y a de relations linéaires distinctes entre ces 
fonctions. On aura ainsi des couples 

y^îx)> (n? .)• .... 4, 

pour lesquels les fonctions ja? J a+u •••? J'm seront linéaire- 
ment indépendantes; car. s’il en était autrement, Fun des couples 
précédents serait une combinaison linéaire de tous les autres et 
l’expression considérée serait nulle. 

Considérons maintenant les relations linéaires entre les fonc- 
tions d’après la remarque que nous Amenons de faire, elles con- 
tiennent toutes au moins Fune des fonctions y^, j'ot-i et 
Fon peut, par conséquent, en combinant linéairement les a — 1 
premiers couples entre eux et avec les suivants, ramener ces rela- 
tions à la forme simple 

= yoL-i=o, 

Après cette double transformation, il nous reste donc ^ — 1 
couples 


D. — II. 


4 
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5 O 

pour lesquels les foiictious Xi et 
indépendantes; puis les couples 


les fonctions r/ sont 


linéairement 


et 


a), i Îî <\)* 

( O? J* a.)- »’ J'x-i }î • • • î J'w )î 


pour lesquels une des fondions est nulle, les autres étant linéai- 
rement indépendantes et, de plus, n’étant liées par aucune relation 
linéaire avec les fonctions correspondantes des j3 — i premiers 
couples. Nous allons voir qu’on peut faire disparaître les couples 
des deux derniers groupes par les transformations que nous avons 
déjà signalées. 

Considérons, par exemple, le couple (o, Vm)- Si l'on multiplie 
toutes les fonctions r^par-T-» ce couple se réduira à (o, i) et 

J'ni 

rexpressioii considérée prendra la forme 


* X X . 

. X^^ 

Y 

Y' . 


• -ri x\ , 

ai 


yi 

r'i • 


■ O O 

O 

1 

O 

.. O i 


dans laquelle la dernière ligne a un seul élément diflerent de zéro ; 
elle se réduit donc à une expression analogue dans laquelle Y est 
remplacée par et y /g par Les nouvelles fonctions sont 
égales aux anciennes; quant aux nouvelles fonctions elles 
sont respectivement égales aux dérivées des anciennes divisées 
par En d’autres termes, chaque couple ancien (xa-j J'a) est 


rem 


placé par J - II ne peut évidemment exister aucune 

relation linéaire entre les fonctions l sans cela, il y aurait 


une relation analogue entre les et ym- L’application de la 
méthode ne sera donc pas arrêtée, et l’on pourra faire disparaître 
successivement tous les couples pour lesquels une des fonctions 
est nulle. Si l’on remarque que la suppression de chaque couple 
{o^yh) diminue d’une unité l’ordre des dérivées de la fonction 
arbitraire de r, on peut énoncer la proposition suivante : 

Une expression de la forme (65), en apparence de rang f-4- i 
par rapport à x et/ + i par rapport ky, dans laquelle les couples 
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sont linéairement indépendants, sans qn'il en soit de même des 
fonctions xi et r/ considérées séparément, peut toujours être ré- 
duite à une expression de même forme dans laquelle toutes les 
fonctions xi vi sont linéairement indépendantes, et dans laquelle 
le nombre des couples est diminué du nombre total des relations 
linéaires distinctes qui existent entre les fonctions Xi et les fonc- 
tions considérées séparément; d’après les résultats de ce Cha- 
pitre, l’expression ainsi obtenue est irréductible, de sorte qu’elle 
sera, par rapport à d’un rang égal au nombre i + i diminué du 
nombre total des relations linéaires entre les fonctions Vp et, par 
rapport à d’un rang égal à y + i diminué du nombre des rela- 
tions linéaires entre les fonctions Xp. 

On voit qu’en dehors du cas, que nous avons signalé en premier 
lieu, où l’un des couples serait une combinaison linéaire des 
autres couples, l’expression sera encore identiquement nulle s’il 
y a entre les fonctions d’une variable, par exemple entre les 
fonctions Xp^ des relations linéaires en nombre supérieur au rang 
apparent y -h i de l’expression par rapport à la variable dont ne 
dépendent pas les fonctions considérées. 

342. Nous examinerons enfin une dernière question relative aux 
expressions définies par la formule (65). Supposons une telle 
expression réduite à sa forme la plus simple, c’est-à-dire à la forme 
dans laquelle les fonctions Xp et les fonctions ne sont liées par 
aucune relation linéaire, et cherchons quelle valeur il faut attri- 
buer aux fonctions arbitraires X, Y pour que l’expression s’annule. 
Nous allons montrer que cela ne pourra avoir lieu que si le couple 
(X, Y) est une combinaison linéaire des couples (x^, Vp). Cette 
proposition est évidente pour les fonctions à un seul couple 

X Y 
^1 ri 

Il suffira donc de montrer que, si elle est établie pour les 
expressions km — i couples, elle est vraie aussi pour les fonctions 
à m couples. 

Les coefficients de X^'^ et de dans l’expression (65) ne sont 
pas nuis; car, si l’on y regarde le couple {x^^ y^) comme tenant 
lieu du couple (X, Y) des fonctions arbitraires, ils peuvent être 
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considérés comme des expressions formées avec m — i couples 
Vni) pour lesquels les fonctions de chaque 
groupe sont linéairement indépendantes; et, d'ailleurs, le couple 
(a:,, r/) n’est dans aucun cas une combinaison linéaire des pré- 
cédents. Par suite, si l’expression (65) est nulle pour un système 
de valeurs attribuées à X et à Y, on pourra déterminer des coeffi- 
cients fiais A, , . . ., tels que Ton ait 


X-^ 

AiXi -r . 

. . — - 


-r-. 

. .-T- 

X' = 


• rn^mi 

Y 

XiVi 

- - niy 

Y - 

'‘iri 



À.y/»-- 

. .-f- 


DifiérenlioDS toutes ces 

équations, sauf la i — 

- 1 par rapport 

\ x; nous aurons 



dli 

' dx ■ 


•••’ dx^ 

O 

il 

■1; 

Oh 



-i- ,-iy) — 0 - 

^ âx 

Ox 

^ ‘ dx 



c’est-à-dire i 


• r • , • 

- y I ou m équations a m inconnues 


•5 


ÙX 


Le déterminant de ces équations, qui est le coefficient de X^'^ dans 
l’expression (65), n’est pas nul d’après une remarque déjà faite. 
On a donc 


ôx 


= O, 


dx 


et, par suite, les coefficients ne dépendent pas de x. On éta- 
blirait de même qu’ils sont indépendants de ils se réduisent 
donc à des constantes, et la proposition que nous avions en vue 
est ainsi établie. 


343. Les résultats donnés dans ce Chapitre ont été exposés à 
plusieurs reprises dans notre enseignement et, en particulier, dans 
le cours de i883- Nous avons été conduit à traiter de la méthode 
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de Laplace par l’étude approfondie du théorème de Géométrie 
donné au n“ 322 [p. i 6 ]. Mais nous devons sigoaler ici nn 
travail très important, présenté en i 8 "o à l’Académie des 
Sciences par M. Moutard (' ). Dans la seconde Partie de son Mé- 
moire, cet habile géomètre avait traité et résolu précisément la 
question que nous avons étudiée dans ce Chapitre; et il avait 
formé toutes les équations linéaires dont l’intégrale s’obtient sans 
signe de quadrature. Malheureusement, l’extrait qui a paru aux 
Comptes rendus ne donne aucune indication ni sur la méthode 
suivie par M. Moutard, ni sur la forme définitive donnée à la 
solution. Le Mémoire original a disparu en 1871 , dans les incen- 
dies de la Commune; et, dans la rédaction nouvelle qu’il a publiée 
d’une partie de ses recherches au XLV® Cahier du Journal de 
l’Ecole Polytechnique, M. Moutard a traité seulement les équa- 
tions delà forrne 

d'-z 


sur lesquelles nous reviendrons plus loin. 


(•) Ce Mémoire, portant pour titre Recherches sur les équations aux dérivées 
partielles du second ordre à deux variables indépendantes, a été présenté le 
18 avril 1870. Un extrait en figure an Compte rendu de la séance de ce jour, 
t. LXX, p. 834. Un Rapport fait sur le Mémoire par M. Bertrand se trouve à la 
page ipfiS du même tome. 
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l’équatioa' d'euler et de poisson. 


indicalions liisloriques. — Forme réduite de l'équatiou à étudier. — Cas particu- 
lier où les deux constantes qui y figurent deviennent égales; formes di- 
verses de 1 équation. — Solutions particulières homogènes ou entières. — So- 
lutions particulières qui sont le produit d*une fonction de x par une fonction 
de r. — Invariants de l'équation. — Propriété fondamentale relative aux 
substitutions linéaires; cas particulier où p, p' sont égaux. — Application de 
la méthode de Laplace. — Recherche directe de l’intégrale dans le cas où la 
méthode de Laplace peut fournir cette intégrale. — Étude du cas où la suite 
de Laplace relative à l’équation est illimitée dans les deux sens; on peut ra- 
ramener p et p" à être compris entre zéro et t. — Intégrale de Poisson et de 
M- Appel!. — Cas limite où l’on a p -î- p' = i. — Indication d’un problème de 
Géométrie, déjà étudié au tome L qui se ramène à l’intégration de l’équation 
- 1 ). 


344. Avant de continuer Texposilion des théories générales, 
nous allons faire l’application des propositions déjà obtenues à 
une équation remarquable, que nous rencontrerons d’ailleurs dans 
l’étude de plusieurs questions de Géométrie. 

Cette équation est la suivante 

Il ùz 771 dz P 

fJxôv x — yüæ ' ~ 

où /?-, P désignent trois constantes auxquelles on peut attribuer 
des valeurs quelconques. Sous sa forme la plus générale, elle a été 
traitée par Laplace dans le Mémoire que nous avons cité au n° 325 
[p. 22 ]. Le cas particulier où m est égal à n s’était déjà présenté 
dans les recherches d’Euler relatives à la propagation du Son. Le 
grand géomètre a étudié ce cas particulier sous toutes ses formes 
dans le t. IIÏ de son Calcul intégral (Chap. III, IV et V de la 
seconde Section) ; il a montré que la solution la plus générale de 
l’équation peut être obtenue, sans qu’il y ait une intégrale pre- 
mière, toutes les fois que, p étant ramené à zéro par une transfor- 
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l’équation D’eüLER et de PülSSON- 

malioQ que nous allons indiquer, la valeur commune de m et de n 
est un nombre entier; et il a donné cette solution générale sous 
une forme développée qui était alors tout à fait nouvelle dans la 
Science et qui contenait les dérivées des fonctions arbitraires 
jusqu’à un ordre quelconque. D’autres travaux très importants, 
que nous aurons l’occasion de citer, ont pour objet, soit l’équation 
générale, soit le cas particulier où m est égal à n. De toutes les 
équations que nous aurions pu choisir, il n’en est aucune dont 
l’étude présente plus d’intérêt et puisse fournir autant d’indica- 
tions précieuses sur l’intégration des équations linéaires les plus 
générales. 


34o. Si l’on effectue la substitution 

fü) ^ = — 

on obtiendra pour 6 l’équation suivante 

J20 7i' £>0 m' àO p' r) _ Q 

^ ^ ôxoy X — y Ox æ — y ày {x — y)- ” ’ 

où l’on a 

(.{) m^=m-hfSL, }i'=?i-hùLy p' = P n — i). 


L’équation (3) est de même forme que la proposée, mais on peut 
disposer de a, ce qui permet de la simplifier. Par exemple, il existe 
en général deux valeurs de a pour lesquelles le terme en 9 dispa- 
raîtra. Nous pourrons donc, dans ce qui va suivre, nous borner à 
considérer l’équation 


(K) 


àx dy X — y Ox x — y dy 


débarrassée du terme en Nous l’appellerons l’équation E(^, ^0 
et nous désignerons par la notation Z(p, une quelconque de 
ses solutions. 

Il résulte des formules (4) que, si l’on pose 
l’équation en 9 sera 


()'2 6 I — ,3 dO ^ I — y 

dx à y X — y dx~^ X — y ày 


( 5 ) 



^0 
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Celle équalioii est de même forine que l'cquation (E), mais [j et fi' 
y sont remplacés respectivement par i — f*' et i En faisanl 

’isasfe de la notation indiquée plus haut, on peut dire que 1 on a 


( r — X Z ( r — 3', t — 3 ) — Z ( 3, L 


Celle propriété si simple joue un rôle important dans l étude de 
Téqualion. 


316- Si I on applique à Féquation (£) la substitution générale 
définie par la formule (îî), elle prend la forme (3), /?2', /F, p’ ayant 
les valeurs particulières suivantes : 

i7 ) yw'=a-r-;3. 7i'=ra — 3', /?' = a(a -i- 3 -h 3'— i). 


On peut donc disposer de a de manière à faire disparaître soit 
le terme en soit le terme en On ne peut les faire disparaître 
simultanément que si l’on a 


Supposons cette condition vérifiée. En effectuant la substitution 

- = ('ip — 0, 

on obtiendra pour Q l’équation 
ic) 

üæôy {a: — y')- ' 


en sorte que, si l’on désigne par Zp une solution quelconque de 
celle équation, on aura 

j S> Z^ = (x — y)?Z(^, P), 

c'est-à-dire que l’on obtiendra toutes les solutions de l’équation (e) 
en multipliant par ( j; — r )P toutes les solutions de l’équation 

Par des changements de variables que l’on apercevra facilement, 
1 équation (e) peut se mettre sous l’une des formes suivantes 


(9> 

(ïO ) 




d-js dz n 

Ox- a: dx ' X- ' 

— 

ôy*- üx*- 



qui ont été données par Euler et qui la rapprochent de l'équaLion 
de Riccali. 


347. Revenons à l'équation générale 3'); on peut obtenir, 
et de différentes manières, nn grand nombre d'intégrales particu- 
lières de cette équation. Cherchons, par exemple, les intégrales 
homogènes en v et x. Si Ton pose 

(rr) ^ = t. jz 

.T * 

on sera conduit, par la substitution de la valeur de r dans Téqua- 
lion (E), à la relation 

(la) /(i — t) ç)"{ -h [i — À — S — ( I — À -H 3' )Z] o't i ) -T- À3' / J O. 

C’est, avec des notations différentes, l’équation différentielle à 
laquelle satisfait la série hvpergéométriqiie. On peut prendre 
pour O deux quelconques des intégrales particulières de cette 
équation, par exemple les deux suivantes 



qui conduisent aux valeurs suivantes de : 

(■ 3 ) , 

( ^ F P, p'-f- P À, . ~ Ti - >•. ^ ) • 

Quelques-unes de ces solutions jouent, comme nous le verrons 
plus loin, un rôle important dans la recherche de l’intégrale gé- 
nérale de l’équation. 

Si l’on donne à \ une valeur entière et positive, la première 
solution 

devient un polynôme homogène et entier de degré â . On voit 
donc que l’équation proposée admet une infinité de solutions 
entières. 
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348. On peut aussi, en suivant une mélliode très usitée en 
Phvsîque malhéma tique, chercher si l’équation proposée admet 
des solutions qui soient le produit d une fonction X de par une 
fonction Y de j*. Si Ton substitue à la place de ^ le produit XY, on 
obtient la relation 

S^VY -f- ,3XY'= o, 

à laquelle on peut donner la forme suivante : 

SX S'Y 

La valeur commune des deux membres ne peut être qu’une 
constante; on aura donc 

SX S^Y 

.r -r- ^ y ^ = a , 

ce qui donne, en intégrant et négligeant les constantes qui entrent 
en facteur. 

X=^(x-^a)-?, Y = (jK 

Ainsi, quelle que soit la constante 

ni) z=^(x— a)-^(r — a)-^' 

sera une solution particulière de l’équation proposée. Si l’on ap- 
plique la proposition énoncée à la fin du n® 345, on verra qu’il en 
est de même de 

( ï 5 ) <X— ( -r — (y — 


349. Le calcul des invariants h et /: de l’équation n’offre aucune 
difficulté. On a 


(i6) 


/i = 


O'/r 

(x — jr)^’ 


4 = 


3(t-P') 

(d; — 


Ces valeurs si simples mettent sur la voie de la plus importante 
des propriétés de l’équation E(p, P'). 

Nous avons vu en effet au n® 327 que, si l’on effectue sur les 
variables indépendantes la substitution 




r=’i> y '). 
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les nouvelles valeurs A', // des invariants sont 

Il suit de là, et de la valeur particulière que prennent ici A et A% 
que ces invariants conserveront la même valeur lorsqu’on efi'ec- 
tuera sur x et sur y une même substitution linéaire, d’ailleurs 
quelconque. Par conséquent, si y) désigne une solution 

quelconque de l’équation E(^, la fonction 

/ cæ ~r- cl c y cl \ 

ay-~by 

où les constantes a, A, c, d ont des valeurs quelconques, sera une 
solution d’une équation linéaire ayant les mêmes invariants. On 
retrouvera donc une solution de l’équation proposée (n° 328) en 
multipliant l’expression précédente par une fonction déterminée, 
la même pour toutes les solutions. Voici comment on peut obtenir 
ce multiplicateur. 

Considérons la solution particulière déjà donnée au numéro 
précédent 

{x — a)-? ( — a )-P'. 

Si l’on effectue sur x et sur une même substitution linéaire dé- 
finie par les constantes 6, e, rf, elle prend la forme 

K{ax->t~b ( ay -h h — a )-? ( y — a' )-?', 

A étant une constante et a' étant définie par la relation 

cal-\-d 

Il suit de là qu’on retrouve une solution de l’équation proposée 
multipliée parle facteur by^^ay + et l’on est ainsi 

conduit à la proposition suivante, qu’il est aisé d’ailleurs de con- 
firmer par un calcul direct et rigoureux . 

Si Von a obtenu une solution quelconque 
de U équation E(p, P'), on pourra en déduire la solution plus 
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ménéralr 


« ï - ) ( a.r — b a y — b »"r^ ^ ( 


' cy^d 

\ajc b a y b j 


)=?i(-r,r>- 


a, h, c, d désignant des constantes quelconques. 


résulLatesL dii à xM. Appell, qui Ta établi dans une Note élé- 
i;ante consacrée à Tétude de réquation E(^, p') (^). Nous Pavions 
obtenu d'abord pour le cas particulier de l’équation E(P, p) (-) 
oii il revêt une forme particulièrement simple, et voici comment 
nous V avons été conduit. 

Reprenons la forme (e) de cette équation que nous écrirons 
ainsi : 


ù^z 
Ox Or 


, J , . dr dv 

dx dy ~ wii f — m ) — 

^ Ux — jr)^ 


Le premier membre demeure invariable lorsqu’on remplacer etj' 
respectivement par des fonctions quelconques de ces variables. 
Quant au second membre, il contient le facteur 

dx dy 

qui est le carré de l’élément linéaire d’une sphère [ 1 , p. 3 o]; et il 
demeure invariable (n® 24) lorsqu’on elTectue sur x et sur y une 
même substitution linéaire. Donc, de toute solution de V équa- 
tion (e), on peut déduire une infinité de solutions nouvelles y 
en effectuant sur les variables x et y une même substitution 
linéaire quelconque . 

350. \oici une première conséquence de ces propositions. Si 
Ton différentie la solution générale ( 17 ) par rapport à Pune quel- 
conque des constantes a, 6 , c, d et si, après les différentiations, 
on attribue à ces constantes les valeurs o, i, r, o, on obtient des (*) 


(*) Appell, Sur une équation linéaire aux dérivées partielles {Bulletin des 
Sciences mathématiques, 2" série, t. VI, p. 3 i 4 ; 1882). 

( = ) Darboux, Sur une équation linéaire aux dérivées partielles {Comptes 
rendus^, t. XCV, p. 69; juillet 1882). 
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combinaisons linéaires des trois expressions suivantes : 


àjT f Jj^’ ' 


I ^ H- r- ^ ( 8-/- -- 3' V )-. 

\ Ox '' dv ‘ . . 


Ainsi, Lorsqu'on aura une solution quelconque de V équation 
E(S, P'), on en déduira des solutions nouvelles en opérant sur 
cette solution au moyen des symboles 


0 0 0 ô 

— i T— J X — — I- y - — -i 

dx Ojr Ox - Oj' 

->•2 ^ > -1/-2 ■ O y- . fjt -, 


Pour le cas de V équation (e), le dernier symbole se réduit à 
la forme simple 


Si l’on emploie la notion si importante des transformations 
infinitésimales due à M. Lie, on pourra dire que Féquation 
E(p, P') admet trois transformations infinitésimales. Cette pro- 
priété a d’ailleurs été signalée par M. Lie. 

3o'l. Proposons-nous maintenant d’appliquer à l’équation con- 
sidérée la méthode de Laplace. Les x^alcurs des invariants h et k 
ont été déjà données au n® 349; et l’on reconnaît aisément, en 
commençant les calculs, que les invariants ht et ki de l’équation 
(E/) sont de la forme 


{x-jY- 


(x~yY 


A/ et B/ désignant des constantes. Les formules (^5) du n® 331 
nous donnent ici 

1 = 2 A/ — Bi -î- 2, 

i Bf+i=Ai. 


Ces relations de récurrence conduisent, par un calcul facile, 
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G.ï 

ilux valeurs générales de A/ et de B/; on trouve ainsi 
A/ = i-— (A — B — 1 ) / — A. 

B/ =:= £- -T- ( A — B — I ) î -H B. 
ou, en remplaçant A et B par leurs valeurs, 

\ \i -= (i - ?' )( / -T- 1 — ? ). 

■ * I B/ — ( i — I ){.i — 3 ). 

Si aucun des nombres ;3, n'est un entier réel, la suite de 
Laplace sera illimitée dans les deux sens. Pour qu’elle soit limitée 
dans un sens, il suffira que l’un des nombres soit entier. Par 
exemple, pour que la suite soit limitée du côté des indices po- 
sitifs, il faudra (n" 333) que Pun des nombres 

O* fj f 

— i-* ■ f 

soit un entier positif ou nul; pour qu'elle le soit du côté des in- 
dices négatifs, il faudra que Pun des nombres 

? 

soit un entier nul ou négatif. La suite ne peut donc être limitée 
dans les deux sens que si les deux nombres p, P' sont des entiers 
de même signe, la valeur zéro n’étant exclue pour aucun d’eux. 
Dans ce cas, l’intégrale générale s’obtiendra sans aucun signe 
de quadrature; c’est ce que l’on vérifie aisément de la manière 
suivante. 


35i2. Reprenons Téqualion E(p, p'), écrite sous la forme 

el différealions-la par rapport à æ*, par exemple. Elle devient 


(x — r)^ 3 ' :_r 31 

^ djc^ djr * dx- ^ ^ dxdy 


Celle relation exprime que ~ satisfait à l’équation E(P + i, 

Si nous employons la notation proposée au n" 345, nous aurons 




qui les contient toutes les deux. Nous allons déduire les consé- 
quences de ces diverses relations; mais, auparavant, il est indis- 
pensable de présenter les remarques suivantes. 

Considérons, pour fixer les idées, la formule (ai); elle nous 

apprend que, si ^ est une solution de l’équation E(^, sera 

une solution de l’équation i, p'). Mais on n’a pas le droit 

de conclure qu’en prenant les dérivées par rapport à de 
toutes les solutions de l’équation E(^, on aura toutes les solu- 
tions de l’équation E(^ -i- i, Pour décider ce point essentiel, 
il suffira évidemment de cliercher si, étant donnée une solution i;, 
de l’équation E(^ -H i, on peut toujours en déduire une solu- 
tion de E(P, par la formule 

dz 

-T 

oæ 
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Le second membre est une diirérenlielle exacte, en vertu de 
Téquation à laquelle satisfait En Tintégranl, on en 

dfkluira la valeur de 

Ainsi, lant que sera différent de zéro^ la formule (21), ap- 
pliquée aux différentes solutions 3 ^), donnera toutes 

les solutions de h' K conséquent, V intégrale 

générale de cette dernière équation pourra se déduire de celle 
deE{% 3 '). 

Il est aisé de reconnaître que, si ^ est nul, la proposition cesse 
d'ètre exacte; car la valeur générale de est alors 


Z •: O, ;3' I — l'x (y — .r r?' dx V, 


et la dérivation par rapport à x élimine la fonction arbitraire 
La proposition que nous avons établie s’étend naturellement à 
la formule (22), par Fécliange de x et de r; et, par suite, elle 
nous conduit, relativement à Téquation générale ( 23 ), à la con- 
clusion suivante : 

La formule ( 23 ) permet de déduire U intégrale générale de 
V équation /t) de celle de V équation E(j 3 , ^ 3 ') 

toutes les fois qu'aucun des nombres 


. . J ji -r- n — 1 


Il est égal à zéro. 


3 o 3 - Faisons, en particulier, j3 = i, — 1 et remplaçons m, n 
par m — i , n — i . La formule (28) nous donnera 


Z(//i, /i) = 




et il suffira de reiïiplacer Z (1,1) par sa valeur la plus générale 
pour obtenir l'intégrale générale deE(m, «). Or l’équation E(i,ï) 

, . dz dz 

^ ^ ^ Oxdy âæ ' dy ~ ^ 

s’intégre immédiatement et nous donne 
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X désignant une fonction de æ et Y une fonction àe y. On aura 
donc, pour l’intégrale générale de £(772, 72), la formule élégante 


( 2 ^ 4 ) 


Z(77l, /l ) = 





Le développement du second membre donnera une expression 
de rang m par rapport à et de rang n par rapport à j". ce qui est 
conforme à la théorie développée dans le Chapitre précédent. 

Supposons maintenant que ^ et soient des entiers négatifs : 
si nous faisons usage de la formule (6) démontrée au n® 343, nous 
pourrons donner à l’équation (aS) la forme nouvelle 


(x — x{i — jS' — /l, I — ^ — m) = 




rzu — S'. I — 3)1 


ou, en remplaçant P, p', /?2, 72 respectivement par 1 — p', i — ^5 72, 772, 


( ^ 5 ) Z ( P — 772 , P' — n) = (x — y 


r Z(3, S^) 

c>u 7 " |_ ( or — y ) ^ 




Si l’on fait dans cette équation ^ = o, on est conduit à la 

formule 


(26) 


Z( — m, — 71) = (X yyn^n-i-l 


^m+n. 

dx^t~Ôÿ^ 



qui donne l’intégrale générale de l’équation E( — m, — 72). 

On peut enfin obtenir l’intégrale générale lorsque la suite de 
Laplace est limitée d’un seul côté, c’est-à-dire toutes les fois que 
l’un des nombres p, p' est entier. Supposons, par exemple, p égal 
à un entier positif m. On aura 

az/i— 1 


L’équation E(i, p') ayant son invariant h égal à zéro, on déter- 
minera sans difficulté son intégrale générale Z(i, p'). En la substi- 
tuant dans la formule précédente, on trouvera 

(^ 7 ) Z(m, P') = j -r)-P'[X ^/y(^ -r)P'-‘ dy] j . 

D’après la remarque développée plus haut (n® 332 ), il serait 
impossible de faire dériver cette intégrale générale de celle de 
l’équation E(o, P'). 

D. --IL 


5 
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3oi. Lorsque aucun des nombres n’est un entier réel, la 
méthode de Laplace associe à l’équation proposée une suite d’é- 
quations qui est illimitée dans les deux sens. Il faut alors, pour 
obtenir l’intégrale générale, employer des méthodes spéciales que 
nous allons maintenant développer. 

Remarquons d’abord que les formules générales ( 21 ) et ( 22 ), 
qui, dans le cas actuel, ne sont plus sujettes à la difficulté signalée 
au n** 3o2, permettent de ramener l’intégration de l’équation 
E( ^3, à celle de Pune quelconque des équations 

E( 3 zb m, P' ±: n), 


où m et n sont deux entiers quelconques. En disposant convena- 
blement de ces entiers, on ramènera ^ et p', ou leurs parties 
réelles si ces quantités sont imaginaires, à être comprises entre o 
et ï . Nous pourrons donc nous contenter, dans la suite, de traiter 
les équations pour lesquelles les parties réelles de p et P' sont 
positives et inférieures à l’unité. 

Poisson a donné ( * ), pour le cas où ^ et sont égaux, une 
forme générale de l’intégrale, qui contient deux fonctions arbi- 
traires sous des signes d’intégration définie ; et M. Appell, dans 
la Note déjà citée, a étendu cette formule de Poisson au cas où p 
et ^3' sont quelconques. Voici comment on est conduit à ces ré- 
sultats : 

Nous avons déjà remarqué au n" 348 que l’expression 
H ( J? — a)-0 ( — a 


est, pour toutes les valeurs des constantes H, une solution par- 
ticulière de l’équation E(P, Il suit de là que l’intégrale 
définie 





uyP'du, 


prise entre deux limites constantes A, B, sera encore une solution; 
car l’équation E(^, est linéaire, et l’intégrale définie précél 


(*) Poisson, Mémoire sur l intégration des équations linéaires aux dérivées 
partielles {Journal de l’École Polytechnique, t. XII, XIX- Cahier p 2i5* 

1823). ’ ’ 
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dente peut être considérée comme une somme de solutions par- 
ticulières. 

Nous obtenons ainsi une solution qui est assez générale puis- 
qu’il y figure une fonction arbitraire sous le signe de quadrature. 
Le raisonnement par lequel nous établissons qu’elle satisfait à l’é- 
quation cesserait d’être applicable si l’une des limites constantes 
A, B entre lesquelles elle est prise était remplacée par une fonc- 
tion de X et de y. Le résultat subsiste cependant^ et l’intégrale 
définie ne cesse pas de satisfaire à l’équation, si Ton substitue à 
une de ces limites A, B, soit soit r. Voici comment on peut le 
reconnaître a priori. 

Supposons, pour fixer les idées, que ^ et ,3' soient des nombres 
réels et impairs, c’est-à-dire que, réduits à leur plus simple ex- 
pression, ils soient de la forme Admettons que les limites 

constantes A, B comprennent x dans leur intervalle et que v soit 
supérieur à la plus grande. Décomposons l’intégrale prise de A à 
B en deux parties, l’une prise de A à a:, l’autre de x à B. L’une de 
ces parties sera réelle, l’autre imaginaire; elles devront donc, 
prises séparément, vérifier l’une et Tautre l’équation proposée. 
C’est ce que nous confirmerons tout à l’heure par un calcul direct 
où nous prendrons les précautions nécessaires pour calculer les 
dérivées de l’intégrale définie. 

Nous adopterons dans la suite les limites y et ce qui 
donnera 


r-/ 

/ îp( u){ U — du, 

•'.r 


A ce premier terme on peut ajouter le suivant. 

Nous avons vu au n® 345 que 

est toujours une solution de l’équation E(j3, P'), Si l’on prend 
pour Z(i — P', I — P) la valeur 

Ç du. 
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011 trouvera la nouvelle solution 

( r — jc I 'K “ > ( " — (r — U du 

.t* 

de réquation proposée. En réunissant les deux termes ainsi ob- 
tenus, on aura pour Z( ^3, 3' j la formule générale 

i Z(3. I o( if )(ie — y du 

i "" 

I ( r — .r * j 6( u){u — * ( v — u )?-* du, 

qui contient deux fonctions arbitraires distinctes. 

Pour vérifier que cette intégrale satisfait effectivement à l’équa- 
tion proposée, il suffira de la transformer comme il suit. 

Posons 

U = .r (i — / ) -T- yt, 

Pinlégrale prendra la forme 

Ç *hYx dtj 
■ 0 

OÙ les limites variables des quadratures sont remplacées par les 
constantes o et i. On peut maintenant calculer sans difficulté les 
dérivées successives de ^ et les substituer dans Péquation pro- 
posée; on reconnaîtra que cette équation est vérifiée. Il est permis, 
d’après les remarques précédentes, de se contenter de vérifier un 
seul des deux termes- Si nous nous bornons au second, nous 
trouverons, pour le résultat de la substitution, 

3 et ;3' étant positifs, ce résultat est évidemment nul. 

3dd- Dans le cas exceptionnel où Ton a 

les deux termes de l’intégrale se ramènent l’un à l’autre, et la va- 


v^)) 
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leur de Z(j3, ^3') se réduit a la suivante 

qui ne contient en réalité qu’une seule fonction arbitraire '.s ~ ô. 

Pour conserver les deux fonctions arbitraires, on opérera de la 
manière suivante. 

Posons 

et remplaçons ç> et i respectivement par | puis déve- 

loppons Z(p, en conservant seulement les termes qui ne s'an- 
nulent pas pour £ = O. On obtient ainsi la formule 

( Z(p,i— P)= f — 

I 

I f — — 00 '“" 

qui a été déjà donnée par Poisson, dans le Mémoire cité plus 
haut, pour le cas spécial où l’on a ^ = i- 

3o6. La méthode par laquelle Poisson a obtenu l’intégrale gé- 
nérale de l’équation E(p, P), ainsi que celle que nous avons 
suivie, laissent prise à des objections évidentes. Bien que la for- 
mule générale ( 28 ) contienne deux fonctions arbitraires, rien ne 
permet d’affirmer qu’elle donnera toutes les intégrales de l’équa- 
tion proposée. Si l’on remplace, par exemple, les limites x et v 
des deux intégrales de la formule par des constantes a et ù, 
n’aura-t-on pas des solutions nouvelles distinctes de celles qui 
sont données par la formule primitive? Nous allons montrer dans 
le Chapitre suivant que l’on peut faire disparaître toutes ces dif- 
ficultés, et confirmer la généralité de l’intégrale, par Tétude appro- 
fondie d’une idée de Riemann. Mais, en terminant ce Chapitre, 
nous rappellerons que déjà, dans un problème de Géométrie, nous 
avons rencontré un cas particulier de l’équation E(p, P). Au 
n® 162 [I, p. 242 ] nous avons ramené la détermination des sur- 
faces qui admettent pour représentation sphérique de leurs lignes 
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de courbure un système de coniques liomofocales à l’intégration 
de l’équation aux dérivées partielles 

r)2 f) , ^ ^ n 

ÿp .c)pi 

Cette équation n’est autre que e(— ^ — - j' Son intégrale 

générale se déduit de celle de l’équation E > qui, comme 

nous venons de le rappeler, a été donnée par Poisson. Cette inté- 
grale est assez compliquée; mais il résulte des propriétés que 
nous avons données aux n°® 347 et 348 que l’on pourra obtenir 
un nombre illimité de solutions algébriques. 

Si l’on choisit, par exemple, la solution particulière 

0 = 

on retrouve les surfaces du second degré; si l’on prend la solution 
encore plus simple 

G = A-r-B(p-h?i), 

on obtient la surface remarquable de quatrième classe que nous 
avons étudiée au n*" 159 [I, p. 235]. 



LIVRE IV- — CHAP. IV. — LA MÉTHODE DE RIEMANN- 


75 


CHAPITRE IV. 


LA MÉTHODE DE RlEMAîfa'. 

DéfîaitîoQ de l’équation linéaire adjointe à une équation linéaire donnée. — Cas 
particulier du second ordre; relation entre une intégrale double et une inté- 
grale curviligne. — Méthode de Rîemann; détermination d'une solution de 
réquation par les conditions aux limites auxquelles elle est assujettie. — 
Double forme de l’intégrale générale. — La fonction u{a:, jr; peut être 

déQnie, soit comme solution de Féquation adjoinle, soit comme solution de l'é- 
quation proposée- — Détermination effective de la fonction ii relative à l’équa- 
tion E(p, P'). — La formule de Poisson, généralisée par M. Appell, donne 
elFectivement l’intégrale générale de la même équation. — Démonstration géné- 
rale de l’existence de la fonction u sur laquelle repose la méthode de Riemann. 

— Relation entre les invariants d’une équation linéaire et ceux de son adjointe. 

— Les suites de Laplace relatives aux deux équations. — Quand l’une des 
équations s’intégre par l'application de la méthode de Laplace, il en est de 
meme de l’autre. 


357. Étant donnée une expression diSerentielle 

(i) r. 

contenant une variable æt, une fonction v de x et ses dérivées 
jusqu’à Tordre n, on sait que Téquation 

do d f ào \ d- ( do \ __ 

dy dx \ dy) 

exprime la condition nécessaire et sufâsante pour que la fonction 
cp soit la dérivée d’une autre fonction à contenant, en même temps 
que la variable indépendante Xj la fonction y et ses n — 1 pre- 
mières dérivées. De même, si Ton considère une expression 

/ djs dz d^-z d^-z à^z \ 

JFj --î dx^* dxdy^ dy^^ / 

contenant deux variables indépendantes, une fonction z de ces 
variables et ses dérivées partielles jusqu’à un ordre quelconque n. 
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l’équation 


< \ * 


/ d? ■■ 

d 

( \ 

^JL/- 

Vs) 

oy j 



/ 




ÔX ÜV i 

Ô^Z 

) ■ 

( 0^' ) 

\ " 

\ 

âxüy ^ 

/ 

\ ày’-J 


a? \ 

^ ) 

àa;^- / 


exprime la condition nécessaire et suffisante pour que o puisse 
prendre la forme 

Ox ■ 


( 3 ) 


M et N étant des fonctions de de j', de xî et de ses dérivées 
partielles j usqu’à un ordre que l’on peut toujours réduire à n ou 
à n — i . 

D’après cela, considérons une équation linéaire quelconque 
d’ordre n 

' MM Ojr^ 

Si l’on multiplie le premier membre par une indéterminée u et 
si l’on écrit ensuite que la condition (4) est vérifiée, on aura 
l’équation linéairp 


qui définira u. Nous dirons que cette équation est Vadjointe de 
la proposée, pour rappeler Panalog^ie qu’elle présente avec l’équa- 
tion toute semblable considérée par Lagrange dans le cas d’une 
seule variable indépendante. 

Quelles que soient les fonctions z et une suite d’intégrations 
par parties conduit facilement à l’identité 


( 6 ) 

où M et N ont les valeurs suivantes 


âN 

djr^ 


( 7 ) \ 


{ uz 

[ M = Aïo A20 u — 

f N = Aoi Z il-\-Ao9 u ^ 
\ ' dy 


d(Aiou) I dz ï d(AiiU) 

i Ail -T Z 3 r 

dx 2 oy n. oy 

^(Apg u) , T * àz 1 ^d{Atiu) 

dy ~’~2 2*^ ^ ^ 
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et dépendent de de u et de leurs dérivées jusqu'à l'ordre n — i. 
Il importe toutefois de remarquer que les expressions de M et de 
N ne sont pas complètement déterminées. Le second membre de 
Fidenlité (6) ne change pas, en effet, si l'on remplace M et N 


respectivement par 



N — 


Ojc ^ 


et Ton pourra prendre pour 6 une fonction linéaire de de u et 
de leurs dérivées jusqu’à l’ordre ii — a, sans changer la forme 
générale des valeurs de M et de N. 

On déduira facilement de l’identité (6) que la relation entre les 
deux équations en s et en u est réciproque, c’est-à-dire que cha- 
cune de ces équations est V adjointe de Vautre. Mais nous 
omettrons ici le raisonnement très simple par lequel on est con- 
duit à ce résultat essentiel, parce que nous aurons à le présenter 
sans modification, au Chapitre suivant, dans l’étude de l’équation 
adjointe de Lagrange; nous insisterons, au contraire, sur la con- 
séquence suivante, qui joue un rôle essentiel dans la théorie (*). 


(’) Pour établir ridenlité (6) dans toute sa généralité, on peut employer le 
calcul élémentaire suivant : 

On sait que l’expression 

, , , d^u 


' dj?" 


dJi'- 


est la dérivée exacte d'une fonction de m, de v et de leurs dérivées jusqu’à 
Tordrez — i, dont nous omettrons, pour abréger, Fexpression développée. Si 


Ton remplace v par 




on aura donc 


V ,.d^vd' n dP 

^ ^ jjfj- fjj^i ~~ 


fjjs^ 


P contenant les dérivées de u et de i? jusqu’à l’ordre t-î- A' — i. Changeons dans 
cette équation m en v, x en y, î en A- ; nous aurons 

^ dy* dy* 

et la combinaison de ces deux équations nous donnera l'identité plus générale 


I dP 

( iV"*"* Ç =: 

da^ Oy^ dx'dy^ ôx 





(a) 
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Considérons l'intégrale double 



U -7 i Z ) 


x: y ( U )] dx dy 



étendue à une aire plane (A) que nous supposerons simplement 
connexe et limitée par un contour (S); cette intégrale double aura 
la meme valeur que l'intégrale simple 



N dx). 


étendue à tout le contour (S) parcouru dans le sens direct. On 
aura donc Téquation 


(S) 


fj 


{{( u)\ dx dy 




(M dy — N dx). 


qui est tout à fait équivalente à l’identité (6). On reconnaît ici 
que l’indétermination signalée plus haut pour les valeurs de M et 
de N n’a plus aucun effet sur l’équation précédente; car, si l’on 

remplace M et N par leurs valeurs les plus générales 

N ? le second membre s’accroît de l’intégrale 

m 



qui est évidemment nulle toutes les fois que 9 est une fonction 
uniforme et finie à l’intérieur de Faire (A). 


P et O coatenant les dérivées de m et de p jusqu’à Tordre i -H A“ — i. Or on a 






dx^ dy^ ^ 


’ dx^dy^ y 


et il suffît de faire usage de Tidentité (a), où Ton remplacera u par A^j.u et ç par 
-, pour reconnaître que le terme général du second membre, et par suite Je se- 
cond membre tout entier, peut se mettre sous la forme 


dx * dy 


où M et N contiennent les dérivées de -s et de u jusqu^à Tordre n — i. 
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3S8. L’équation adjointe à une équation linéaire donnée s’est 
présentée pour la première fois dans un Mémoire de Riemann 
relatif à la propagation du Son (*). M. P. du Bois-Reyraond, qui 
déjà dans un Ouvrage (-) sur les équations aux dérivées partielles, 
avait, à juste titre, appelé Tattenlion des géomètres sur le Mé- 
moire de Riemann, est depuis revenu sur ce sujet dans un court 
article publié à Tubingue (3). Dans ce qui va suivre, nous traite- 
rons seulement de l’équation 


(9) 


djz ,dz 

- — T 7- a -f- è — 

àa: üy ôx dv 


CZ — O, 


déjà étudiée dans les Chapitres précédents; nous donnerons les 
résultats de Riemann et nous indiquerons les conséquences que 
l’on peut en déduire. On a alors 


(to) 


-r- « — 

âx ây dx 


ày' 


{ 


S(k) = 


à^v _ ^ 

dx ôy dx 


, du ( ùa ùb \ 


HT \ l dz du\ 

M = auz H — l i€- Z - ), 

2 \ ^y ^y) 

TVT 7 l f ÔZ du\ 

N = buz-^-- ( te 3 z-r- ) • 

•2 \ ôx Ox J 


Voici l’usage que Riemann fait de l’équation (8). 

Supposons que l’on ait pris pour z et pour u respectivement 
des intégrales quelconques de l’équation proposée et de son ad- 
jointe, On aura 

^(3)— O, Ç(«) = 0, 

el le premier membre de l’équation (8) sera toujours nul. Cette 


(*) Riemann, üeber die Fortpjlanzung ehetier Luftwellen von endlicker 
Schwîngungsweite {Abhandlungen der K. Gesellschafl der Wissenschaften zu 
Gôttingen, t. VIII, 1860 , et Gesammelte Werke, p. i4o)* 

(-) P. DU Bois -Reymond, Beitràge zur Interprétation der partieUen Diffe- 
rentîalgleichungen mit drei Variabeln^ p. 200 . Leipzig, iS64- 
(*) P. DU Bois -Reymond, Ueber ein in der Théorie der linearen partieUen 
Differentialgleichungen auftretendes çvolstàndiges Differential. {Mathema- 
tisch-naturwissenschaftliche Mitteilungen herausgegeben von Dr O, Boklen, 
Tubingue, t. T, p. 34; i883.) 
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équation nous donnera donc 

(II) / ( 31 dy — N dx) = o. 

Soit A un point quelconque du plan 20) et B' G' une 

courbe tracée arbitrairement dans ce plan. Menons par A des 
droites AB et AG parallèles aux axes jusqu’à la rencontre de la 
courbe, et supposons que les intégrales aussi bien que les 


Fig. 25 



coefficients de l’équation proposée et leurs dérivées, soient finies 
et continues à l’intérieur de l’aire ABC. On pourra appliquer 
l’équation (ii) au contour ACBA, ce qui donnera 

i 12) 


r li -A 

( AI dy — N dæ") — f ^ 


Si l’on se reporte aux valeurs de M et de N, on peut écrire 





1 d( uz) 
% Oy 

r d{uz') 

2 Ox 



Si donc on désigne, d’une manière générale, par Op la valeur 
d’une fonction o au point P, on aura 



{iiz)c — (icz)^ 
2 

(iiz)b — (uz)x 
2 
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Si l'on porte ces valeurs des deux intégrales dans Téquation 
précédente (la), on aura 


(i3) 






- CM ^ 

•''R 


dy — X «r/j? » 
c 


I ~X ^ (S - j ( i? - ““) <’ • 


Étudions les différents termes du second membre. 

Imaginons que l’on se propose, avec Riemann, de déterminer 
la solution z de l’équation aux dérivées partielles proposée, qui 
prend des valeurs données, ainsi que l’une de ses deux dérivées, 
pour tous les points de la courbe B'C'. L’équation 




appliquée à un déplacement suivant cette courbe, détermine évi- 
demment celle des deux dérivées premières qui n’est pas donnée 
a priori; nous pouvons donc considérer les deux dérivées de z 
comme connues en chaque point de la courbe B' G'. Il suit de là 
que, si l’on a choisi la solution u de l’équation adjointe, les trois 
termes 

qui entrent dans le second membre de l’équation (i3), sont parfai- 
tement connus et dépendent seulement des conditions aux limites 
données pour z. Si donc on pouvait calculer les deux dernières 
intégrales qui figurent dans ce second membre, on connaîtrait 
c’est-à-dire la valeur de z en un point quelconque du plan. 
Or ces deux intégrales dépendent en général des valeurs, tout 
à fait inconnues, que prend la solution cherchée sur les 
segments rectilignes AB et AC. Pour que ces valeurs n’inter- 
viennent pas, il est nécessaire que la solution u ait été choisie de 
telle manière que l’on ait 

— — ôa = O, en tous les points de AB, 

dx 

— — aa = O, en tous les points de AC. 

àr 


f (M dy — N dx\ 
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Si ces deux coudî lions peuvent être remplies, l’équation fonda- 
mentale (i3) se réduira à la suivante 

. r i j ( « - .A = — - r\' N dx — M dy), 

•A Jç^ 

qui déterminera la valeur de ^ pour un point quelconque A du 
plan, en fonction seulement des conditions aux limites. 

Ainsi, pour obtenir V intégrale générale de V équation sous 
sa forme la plus appropriée aux problèmes de la Physique 
mathématique^ il suffit de déterminer une solation u de U équa- 
tion adjointe satisfaisant aux deux conditions que nous venons 
d'énoncer. 

Ces conditions peuvent être transformées de la manière sui- 
vante. 

On doit avoir 

du y 

--6«=o, 

en tous les points de AB; x variant seule sur ce segment, on peut 
intégrer l’équation précédente, ce qui donne 

pour tous les points M compris entre A et B. De même, la seconde 
condition peut être remplacée par la suivante 

J 

«M = “a« * , 

pour tous les points M situés sur le segment AC. 

On peut toujours réduire la constante U/, à Tunité, de sorte 
que, si l’on désigne par a;#, les coordonnées de A, par x, y 
celles d’un point quelconque, la question est ramenée à déter- 
miner une solution 

«'o.ro) 

de l’équation adjointe, dépendante de deux paramètres a:#, y^, 
se réduisant à l’unité pour x^x^, y=y^, prenant la valeur 

r««,- 

pour y =yo, et la valeur e pour x = a:#. 
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Te] est le résultat fondamental établi par Ricmann. Le p;raiid 
géomètre a pu déterminer la fonction u pour l'équation qu'il avait 
à traiter et qui n’est autre que l’équation E(3, ^3). Nous allons 
voir que la détermination de cette fonction peut aussi être faite 
pour l’équation plus générale E(^, 3'); mais, auparavant, nous 
allons, en restant dans la théorie générale, ajouter une remarque 
essentielle aux résultats que nous venons d’exposer. 

359. Supposons que la ligne primitive BG se réduise aux deux 

Fig- 26- 


c' 


parallèles aux axes B'D et DG' et soient X\^ yx les coordonnées du 
point D. On aura ici 

(t5) Ç {^dx — M = Ç — Ç yidy. 

D’ailleurs on peut écrire 

X'” “X” [K“= “ " s) + 

et, par~conséquent. 

On aura de même 

/•“ , (its'jB— (a3)D (àz \j 

"X ^ 

Si l’on substitue ces valeurs des deux intégrales dans les équa- 
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tions (i 5 ) et (ï4), on aura 

(iG) “ (ë 

Cette formule s'applique à toute solution;:: de l’équation proposée. 
Elle offre la plus grande analogie avec l’équation générale (i 4 ). 
mais elle s’en distingue par une propriété essentielle. On recon- 
naît en effet immédiatement qu’il n’est plus nécessaire maintenant 
de donner l’une des dérivées de z sur le contour G^DB^ La con- 
naissance seule des valeurs de la solution cherchée sur les droites 
G'D et DB' permet de calculer les deux intégrales que contient la 
formule précédente et d’obtenir la valeur de cette solution. Il faut 
chercher l’origine de ce résultat si intéressant dans cette circon- 
stance que le contour nouveau est formé avec les caractéristiques 
de l’équation linéaire proposée. 

Supposons maintenant que l’on prenne pour z cette solution 
particulière 

ri ) 

de l’équation proposée qui se détermine par des conditions toutes 
pareilles à celles que nous avons indiquées pour u{æ^ y; ^07 J'o) 
considérée comme solution de l’équation adjointe. Comme il faut 
changer le signe des coefficients a et b quand on passe de l’une 
des équations à l’autre, on voit que cette solution devra se ré- 


duire 

-C^ b dx 

pour r=yi à. 

e 


-C tifly 

pour JC = Tl à. 


et, par suite, à i 


pour 

II 

1 ! 

On aura donc 



en tous les points de CD, 

dz 

-7- = 0 

en tous les points de BD, 

Z = I 

pour le point D. 
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Par conséquent, la formule (i6) se réduira ici à la relation 


c’est-à-dire 


«Dr 


Cette égalité contient la proposition suivante. 

La solution yi Yq') de l’équation adjointe que nous 

avons définie précédemment peut être considérée comme fonction 
des paramètres Xq^ y^Y, elle est alors une soiulion de Téquation 
primitive (où Ton aurait remplacé j?, v par Xq^ jr^) et possède, 
par rapport à cette équation et aux: variables j'o, les propriétés 
par lesquelles elle a été définie comme fonction des variables x. y 
et solution de l’équation adjointe. En d’autres termes, la définition 
de U ne change pas si Ton échange l’équation linéaire et son 
adjointe à la condition d’échanger les deux systèmes de variables 
X, y et Xq, Xq. 

Il suit de là que la détermination de cette fonction 


u(a;,y: Vù) 

permettra d’intégrer aussi l’équation adjointe par une formule 
analogue à celle qui a été donnée plus haut : V intégratiori des 
deux équations linéaires j la proposée et son adjointe, se ra- 
mène donc à un seul et même problème, la détermination de 
la fonction u{x, y, yj). Cette fonction peut être pleine- 
ment définie, soit comme solution de V équation proposée, soit 
comme solution de V équation adjointe, par les conditions aux 
limites auxquelles elle est assujettie- 


360. Appliquons cétte proposition générale à l’équation 
E(p, P') et proposons-nous de définir la fonction u{x, y, yo) 
relative à celte équation, en la considérant comme une solution de 
l’équation adjointe assujettie aux conditions que nous avons in- 
diquées. L’équation adjointe est alors 

, ^ d- U 3' du 6 3 -T- S" 

^ ^ ôxdy ' x — y dx x — y dy {x — y)- 

Pour faire disparaître le dernier terme, il suffit de poser 

(i8) u =z (x — 


D. — II. 
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et Ton oblieni l'équation 


3 di' 3' Jp 

î ; ! -- — O, 

ôx ôy X — y *jx X — y oy 


dont une solution quelconque se représentera, suivant la notation 
du n® 3 io, par Z(3\ S). On aura donc 




Parmi les solutions particulières Z, il en est d’assez générales que 
Ton peut faire dériver de celles qui sont homogènes. 

Nous avons vu au n^^ 34*7 que 


S-,,-?-), 


est une solution de Péquation E([j, p'). Si Ton échange p et 
Texpression 


sera une solution particulière de l’équation ( 19 ); elle ne contient 
qu’une constante A; mais la proposition du n® 349 permet d’en 
introduire deux nouvelles. Nous avons vu, en effet, que l’on peut 
effectuer sur les variables a; et y la substitution linéaire 

^ ÎJZZî, ^ I ZziZo, 

œ — ( y—XQ 

à la condition de multiplier par un facteur, qui sera ici 
(x— Xo)-?'( y — Xo)-^, 

En effectuant cette double opération, on obtient la solution plus 
générale 

^ = iy(i—x)\x — x^)-?'-Hy~^XQ)-^ F(~ A, I — P'— X, gt), 
où l’on a posé, pour abréger, 

( 20 ) 

II suffit de multiplier par {y — x)?+?' pour obtenir enfin la 
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valeur suivante de ii 


( iL — (y\ — .rÿ-(>*y — JTi 

I ~ V .^0 F i — À, ;3. I — 3' — À, T ». 

qui va nous conduire au résultat cherché. 

PSous nous proposons, en efFet, de déterminer une solution 
particulière u de Féquation adjointe, se réduisant pour j:r = à 

T" ady . . 

Fintégrale e qui a ici pour valeur ( . et se rédui- 

/ r — \yo—^o/ 
sant de même à — ~ J‘ pour y = Or si, dans l'expression 

précédente de zz, on fait a: = <r s’annule; la série F se réduit à 
l’unité, mais il reste le facteur (xo — qui annule la fonc- 

tion U ou la rend infinie, à moins que l’on n’ait 

Adoptons cette valeur de À, u prendra la valeur 

( •22) U (yo— JC )-?' (y — r? F S', i, rj): 

si l’on fait ^ on aura 

~ \ya—^o) ’ 

si l’on fait de même y — yQ, on aura 

f y^ — x 

7 = 0, tt = ( ) ; 

\yo — ^oJ 


par conséquent, la valeur (22) de u sera la solution cherchée. 

Ainsi, appliquée à l’équation E(P, P'), la méthode de Riemann 
réussit pleinement et permet de déterminer les intégrales de 
l’équation parles conditions aux limites les plus générales. Il suf- 
fira de porter la valeur précédente de u dans l’une ou Pautre des 
équations (i4) ou (16) pour obtenir Tintégrale générale de l’équa- 
tion. Si Ton emploie, par exemple, la formule (16), la valeur de ^ 
se présentera sous la forme suivante 


r i 

/(*) dx-^ I oiy) dy- 

y ■> 
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f et ts désignent les deuK fonctions arbitraires qui dépendent des 
valeurs aux limites pour ^ et la notation indique, d’une ma- 
nière générale, le résultat de la substitution de a, ;3 à la place de 
X et de J' dans la fonction y). 


36 i- H nous reste maintenant à établir un point que nous 
avons regardé comzne essentiel et à montrer que la formule (28) 
[p. 68] de Poisson et de M. Appel! donne elFectivement toutes les 
intégrales de réquatioii proposée. Nous présenterons d’abord les 
remarques suivantes sur cette intégrale. 

L'équation E( 3 , 3 ') 

3 ' Oz S àz_ 

OæOy X — y dx ‘ x — y ày 

a ses coefficients finis et continus tant que x est diflerent dey. Si 
l’on trace 27 i la bissectrice de Tangle yox^ on peut dire que 
cette droite est une ligne de discontinuité pour l’équation précé- 
dente, de sorte que les coefficients de l’équation demeurent tou- 
jours finis et continus tant qu’on reste d’un même côté par rapport 
à cette droite. Examinons ce que devient l’intégrale de Poisson 
lorsque y se rapproche de x. 

Si Ton se reporte à la forme (29) [p. 68] de cette intégrale, le 
premier terme du second membre a pour partie principale 


(r—xy-^-i^' ^ dt^ 


r(i— p)r(i~36 

r(2-p-pT 


O (a?) (y — 


Cette valeur approchée peut être regardée comme le premier 
terme du développement suivant les puissances de (y — x)^ les 
termes non écrits ayant des degrés supérieurs d^un nombre entier 
à celui du terme conservé- 

De même l’expression approchée de la seconde intégrale de la 
formule (29) [p. 68] sera 

Il résulte de là que, pour toute solution donnée par la formule 
de Poisson, le développement suivant les puissances de y — x se 
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compose de deux séries de termes, les nos de degrés entiers. les 
autres d'un degré égal à i — ^ — V augmenté d'un nombre entier; 
et, en limitant le développement au premier ternie de chacune 
des deux séries, on aura pour l'intégrale rexpression approchée 


('^4) 


ro — sirri— 3') 

r(2— 


/ - . O 'r 

îs ( ir ‘ i r — X r — i-»— 


r? 3 *r.'3''î 

e i A — A J 


(x). 


Cette formule nous indique la voie qu'il faudra suivre pour vé- 
rifier que toute solution de Féquation est donnée par la formule 
de Poisson. On cherchera à établir d'abord que, dans le voisinage 
de la ligne de discontinuité, la solution considérée est réductible à 
la forme 

cpi (x) (y — xy~^-p' -4- 6i (x). 


La comparaison de cette forme à la précédente fera connaître 
les fonctions o et i qui doivent figurer dans la formule de Poisson ; 
et il ne restera qu’à vérifier une équation où ne subsistera plus rien 
d’inconnu. 

Appliquons cette méthode à l’intégrale générale, telle qu’elle est 
donnée par la formule (aS). Le troisième terme se déduisant du 
second par l’échange de x etde on peut se contenter de vérifier 
que les deux premiers termes du second membre sont donnés, 
l’un et l’autre, par la formule de Poisson. 

Pour plus de netteté, nous supposerons que l’on se place au- 
dessus de la ligne de discontinuité, comme il est indiqué dans la 
Jig-, 27 ; Xij yi étant les coordonnées de D, ro celles de A, on 
aura 

^i<ix;o<yQ<yi; 


Xq^ yo sont ici les variables indépendantes. 

Le premier terme de l’intégrale (aS) est ^o) 

tiplié par la constante Nous avons donc à vérifier d’abord 

que l’expression 

u{x,y: XQ,yo), 

considérée comme fonction des variables Xa^yo, vérifie l’équation 
proposée et, de plus, est donnée par la formule de Poisson. Con- 
formément à la méthode générale que nous venons d’indiquer, il 
faudra donc obtenir d’abord son expression approchée lorsque 
/o — ^0 devient infiniinent petit. Si l’on se reporte à l’expression 
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.%•!) de U et à la déGnition de t, on voit que 1 on aura 

(y — - y)(ro— ‘ . 

" U' — — 


1 — est donc du même ordre que — îCo; ^t I on est conduit à 
développer F( 3 , j', i, g-'i suivant les puissances de i — c. Pour 


Fig. 27. 

V 

I» B 

i / 


/ 

/ 



cela, nous emprunterons la formule suivante à la théorie de la 
série liypergéom étriqué (^) : 


f -AÎ ) 


1 p/o ^ r(i-s-ô') 

1 ’ ru-?}r(i-^'> 




r{ 3 -^p’-i) 


F(i - 3, I - 3', 2 - - S', I — 7;( [ — cr)'-?-P 


Si Ton porte cette valeur de F(®, i , ît) dans la formule (22), 
on en déduira immédiatement Texpression approchée de 
lorsque ro se rapproche de Il sufGt de réduire les séries F à 
l’unité et l’on trouve ainsi, pour les deux premiers termes de u. 

tx - ^){ r - ( 70 - 2^o)‘ 

La comparaison de cette formule avec l’équation (24), où l’on 
aurait remplacé x et y par Xq et nous donne immédiatement 


(*) Voir le Mémoire de M. Coursât, déjà cité [I, p. 188] {Annales de V École 
Normale J 2* série, t. X; iSSi). 
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les deux fonctions qui doivent figurer dans la formule de Poisson. 
On trouve ainsi 


(•26) 


P ( a ' - — A I a - X I y — x } i y — a i / S 


( !^(a- 


A f a — x')—?’ 


{y — X y — a ; - 


A désignant la constante 


A = 


ru — 3 — 3 '^r( 3 ^ 3 ') 


^inS— siri3'- 


r{ 3 ) Ft I — 3 j Ff 3'jr( I — 3 * ) - sin( 3 -h 3' i“' 


Si l’on porte ces valeurs de 'i( 3 c) dans la formule de 

Poisson, on trouve le résultat suivant 

/ U = A{y — æ^'iyo 

) X f (> — rZz 
■ ' ] 

f — A(7 — x) j (a -- — a)?^-Uro--- 2)-?’(a — x^r^doc; 

et il n’y a plus qu’à vérifier la concordance de cette expression 
avec celle qui est donnée par la formule (22). La vérification est 
aisée, si l’on opère de la manière suivante. 

Egalons les deux expressions de u : l’équation à vérifier prendra 
la forme 

F(Pj PS ^ == A(jko— 

X Ç (a — X )~P'(y — a)-? ( j'o — a (a — Xq dcL 
djCo 

— AO' — xy~p-?'{yo— x'p\y — 

X f (5C — — 3trP'(a — XQ)~^d%\ 

Jx'a 

et l’on reconnaît presque immédiatement que les deux termes du 
second membre ne changent pas de forme si l’on effectue sur a, 
Xq^ ro i^Eie même substitution linéaire. Choisissons les coeffi- 
cients de cette substitution de telle manière que x^ Xq, y^ se ré- 
duisent respectivement à 00, 0,1. Alors y se réduira à - — t cr étant 
le rapport anharmonique déjà défini par la formule (20). Le 
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second membre de l'éiralilé à vérifier deviendra 

O 

1 

A I [r — af I — 7 { ]-.^n — a?'- ‘ f/a 

- ’o 

— A* i a V- [ I — a< ï — a ( i — a)-.^' a~? f/a. 

*' Il 

D'après lîiîc formule bien connue d'Euler, les deux intégrales 
précédentes s'expriment au moven de séries livpergéoin étriqués 
et Ton retrouve les deux termes du second membre de Fidentité 
î 20 ). L'égalité que nous avions en vue est donc vérifiée. 

365 . Passons maintenant au second terme 



f{x) dx 


de Fintégrale de Pûemann. Nous avons donné l’expression ap- 
prochée de Ur^y^ lorsque Xq — se rapproche de zéro. Si on la 
porte dans Fintégrale précédente, on aura de même l’expression 
approchée de cette intégrale 

r,!'— 7)r(T— S'j jf 


La comparaison avec la formule (24) donne encore les deux 
fonctions qui doivent figurer dans la formule de Poisson. On 
trouve ainsi 


ç)( a) — — K r - ( a — a?)?-! (ri — x) {y — a)?'-* f(x) dx^ 

^OL 

'K^)= A f (a-~a:-H'(ji~;r)?+P'(ji--a)-p/(a7)f/a:*, 

•^OL 


A étant la constante déjà définie. Il suffit maintenant de vérifier 
que, en introduisant ces valeurs de o et de A dans l’intégrale de 
Poisson, on retrouvera le terme 


/■ 
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La siibstitalion des valeurs de a*, 'Lia:, donne deux termes 
qui sont, ruii et rautre, de la forme 

f' ‘ di f ‘p dj-. 

r\ • • * ^ ^ 

On a ici 

< -^*0 < ^ < .V,, < l'i . 

Quant à la variable d'intégration a:, qui est comprise entre a et 
^^5 elle peut être, soit plus petite^ soit plus grande que On 
peut donc décomposer ainsi lïntégrale précédente 

Il ^y'a 

dy. j V dx -h- I d-j. j P dx. 

vo ^ a*„ ' .vo 

Pour le premier terme. Tordre de grandeur des variables sera 
défini par les inégalités 

< .Tü < ^ < 3t < J'o < J'I- 

On pourra donc intervertir Tordre des intégrations, ce qui 
donnera 

— / dx I P 

Pour la deuxième, on aura . 


Xi<,x<a‘o<cL < j'o <J'i ; 

et, par suite, on pourra la remplacer par la suivante : 

n J O 

I dx I P doL. 

•^'o * -*'0 

Appliquons ces transformations aux deux termes qui composent 
Tintégrale de Poisson; nous aurons le résultat suivant : 

— A f f{x){yi—x)dx f — 

- 4 - A f f(jd){yi—^)dx Ç O'o— — x^^)-^(p^--xp-Hyl — ^P'-^ d% 

'/.r« 

— dx jf {j'o--a)M(a— x^p’-^ 

X( 2 C — — %)-^d% 

—A Ç f(^x){yQ—XQy-^-d{yx~-xp^^' dx f (^'o~ — ^0)^^'*-* 

X(a — xyW^yi — a)-p doL. 
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Le premier et îc troisième terme représentent précisément 
l'expression 

Z/.»-. 1-, f ( 


qu'il s'agissait de retrouver. Il suttît, pour le reconnaître, de se 
reporter à l'expression ( 27 ) de ii\ quant au deuxième et au qua- 
trième terme, leur somme est nulle, en vertu de l’équation 


iVi — .ry 



^ i 



( a - -r.i }-e( a — .r (y i — cH 

- a Ma - .2*0 i ^ ^ 


que Ton vérifiera comme il suit. On effectuera sur la variable de 
la première intégrale la substitution linéaire par laquelle ^ 0 , 
X se changent respectivement en J’o et Ton retrou- 

vera la seconde intégrale. 


303. L’intégrale de Poisson une fois établie d’une manière ri- 
goureuse, on peut, en l’étudiant, obtenir differents résultats qui 
ont un réel intérêt pour la théorie des équations aux dérivées par- 
tielles. Nous signalerons seulement le suivant, que l’on déduit 
aussi de la formule (aS). 

La formule de Poisson contient deux fonctions arbitraires ©(a) 
et Supposons que l’on connaisse ces fondions seulement 

pour les valeurs de a comprises entre les deux constantes a© et a^; 
l’intégrale générale ne pourra être déterminée que pour les valeurs 
de X et de y comprises entre olq et ai . Admettons, pour fixer les 
idées, que Ton ait pris supérieur à x- Si l’on construit {Jig. 27) 
la bissectrice OG^B' de l’angle des axes et les points G', d’ab- 
scisses ao et ai, la valeur de l’intégrale sera connue pour tous les 
points du plan compris à l’intérieur et sur les côtés DB', DG' du 
triangle DB'G'; mais il sera impossible delà déterminer en dehors 
de ce triangle. 

Nous avons supposé les fonctions es et A déterminées seulement 
pour l’intervalle (ao, ai). Il est clair qu’on peut les prolonger au 
dehors de cet intervalle d’une infinité de manières, en s’assujet- 
tissant meme à conserver la continuité des dérivées jusqu’à un 
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ordre quelconque, soit pour a a^,, soit pour y.= y,^, En adop 
tant ces diCférents prolongements, on aura ditFércntes intégrales 
de 1 équation proposée qui auront, toutes, les mêmes valeurs à 
l’intérieur du triangle DB'C', dont les dérivées seront les memes 
jusqu’à un ordre quelconque pour les points de chacun des cotés 
DB^, DC', mais qui différeront à l’extérieur du triangle. Ainsi, une 
intégrale de l’équation proposée qui est assujettie à prendre des 
valeurs données sur les côtés DBv DG’ du triangle DB'C' est bien 
déterminée pour les points placés à 1 intérieur de ce triangle; cela 
résulte de la formule (^S); mais elle ne l'est en aucune ma- 
nière à l’extérieur du triangle. Elle pourra prendre à l’extérieur 
une infinité de systèmes de valeurs que l’on pourra définir d’une 
manière très générale, en s’assujettissant même à respecter la con- 
tinuité de et de ses dérivées jusqu’à un ordre quelconque pour 
tous les points de DB' et de DG'. Ce résultat si intéressant tient 
à ce que les droites DB' et DG' sont des car acté?' is tiques. La for- 
mule générale de Riemann nous montre en efïèt que, si, sur toute 
autre courbe qu’une droite parallèle à l’un des axes, la fonction 
est donnée ainsi que ses dérivées premières, elle est déterminée 
par cela même des deux cotés de la courbe. 

364. L’étude approfondie que nous avons faite de la méthode 
de Riemann, dans le cas particulier de l’équation E(^, ^'), va 
nous permettre de revenir sur la théorie générale développée dans 
les n°® 338 et 339, et de faire disparaître une objection que l’on 
peut adresser à cette théorie. La valeur de donnée par la for- 
mule (i4) vérifie, on peut s’en assurer, l’équation aux dérivées 
partielles (g); elle satisfait également aux conditions aux limites 
qui ont été posées a pj'iori; mais on peut objecter que l’existence 
de la fonction zz, sur laquelle reposent tous les raisonnements, et 
que nous avons déterminée dans le cas particulier de l’équation 
E(p, §'), n’est nullement établie pour les équations les plus géné- 
rales. On peut lever cette objection, au moins pour le cas très 
étendu où les coefficients a, 6, c de l’équation linéaire sont des 
fonctions finies et continues, par conséquent développables en 
séries. 

La fonction zz, considérée comme solution de l’équation adjointe, 
doit se réduire, pour JK=JK 07 à une fonction déterminée de 
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.t.X- y 

j h dx Ç a dy 

et, pour x = Xoy à une fonction déterminée dej', e^yo 
Ces deux fonctions sont évidemment développables en série sui- 
vant les puissances de x — Xq^ y — j'o toutes les fois qu’il en est 
de même des fondions a et b. Il suffira donc, pour mettre hors 
de doute l’existence de la fonction z/., d’établir la proposition gé- 
nérale suivante : 


Étant donnée V équation linéaire 


( ) 


à Z , dz 

-T ; ^ \ — O, 

dx Oy ôx dy 


dont les coefficients a^ 6, c sont développables en séries oj'- 
données suivant les puissances entières et positives de x — 
y — r», il existe une solution de V équation aux dérivées par- 
tielles y se réduisant^ pour y = y à une fonction déterminée 
'f(x) de Xj développable suivant les puissances de x — Xq^ etj 
pour X — Xq^ à une fonction 4(jk) développable suivant 

les puissances de y — y ^ . 

Pour démontrer cette proposition, nous effectuerons d’abord la 
substitution 

. X ^ y # 

X I 370 -î-* - » y 1 J'o -i- - 5 

P CT 

P et CT étant deux constantes que l’on choisira de telle manière 
que les développements des fonctions a, 6, c, o(^), qui 

sont ordonnés, après la substitution, suivant les puissances de x 
et de r, soient convergents pour toutes les A^aleurs de ces variables 
de module inférieur ou égal à U unité. Cela posé, proposons-nous 
de déterminer toutes les dérivées de la fonction cherchée pour 

Puisque jz doit se réduire à pour j^=o, cette condition 

déterminera toutes les dérivées de par rapport à la seule variable 
X] de meme, puisque s doit se réduire à ^(^y) pour = o, on 
connaîtra toutes les dérivées par rapport à la seule variable y] 
enfin, l’équation aux dérivées partielles fera connaître, en fonction 
des précédentes, toutes les dérivées prises à la fois par rapport à 
X et ky. On peut, avec toutes ces dérivées, former le développe- 
ment en série de la solution cherchée suivant les puissances de x 
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et de y, et tout se réduit à établir que ce développement est con- 
vergent; car, s’il en est ainsi, il satisfera évidemment, et aux con- 
ditions aux limites, et à l’équation proposée. 

Or, les séries qui développent les fonctions a, c, à étant 
convergentes dans un cercle de rayon i, il est toujours possible 
de trouver des constantes M, N, P, H positives et telles que les 
dérivées d’ordre quelconque de a, 6, c, ©, à aient des modules 
respectivement inférieurs aux dérivées correspondantes des fonc- 
tions 

M N P II ^ H 

Ï - 'ü — y I — ÜC — y"" ( 1 — Æ- —y)- ’ i—x' r —y' 

Si donc on se propose le problème suivant : « Déterminer une 
fonction satisfaisant à l’équation 

_ M dz , N Oz _ 

^ dxôy I — X — y Ox ' i — x — y Oy ' ( i — x — y)- 


se réduisant, pour y = o, à pour = o, à - — ^ », on ob' 

tiendra, pour définir cette fonction, une série dont tous les coeffi- 
cients seront certainement supérieurs à ceux de la série relative à 
l’équation donnée. Tl suffira donc de démontrer que cette nouvelle 
série est convergente pour les valeurs de x et de y suffisamment 
voisines de zéro. 


Le nouveau problème auquel nous sommes ainsi conduits est 
virtuellement résolu dans ce Chapitre; car, si l’on remplace, dans 
l’équation, x par i — æt, elle prend la forme même de l’équa- 
tion (i) considérée au commencement du Chapitre précédent 
[p. 54] et peut, par suite, se ramener à l’équation E(p, pour 
laquelle nous avons résolu le problème proposé. Le résultat, que 
nous nous contenterons d’indiquer, conduit à une fonction qui 
est réellement développable en série (*). Il est donc possible de 
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déterminer une solution de l’équation aux dérivées partielles pro- 
posée par les conditions aux limites que nous avons indiquées, et 
d’établir le théorème général sur lequel repose l’existence de la 
fonction u. 

36S. Les relations que nous venons d’établir entre une équation 
linéaire et son adjointe ont un caractère très général; il en est 
d’autres que nous allons signaler et qui se rapportent au cas où 
l’une des deux équations peut être intégrée par la méthode de 
Laplace. Considérons, en même temps que l’équation aux dérivées 


partielles 






fPz 

dz 

-^b — 

— 1— O ^ 



âx ()y 

f- Cl — 

dx 



— • Oi 

son adjointe 







àz 

-h — 

^(c- 

dn 

i)b 

dx dy 

^ ùx 

à.y 

-r- ( C 
\ 

dx 

dy 


et proposons-nous d’abord de calculer les valeurs des invariants h 
et k de cette équation. Si l’on désigne ces valeurs par A' et on 
trouve 

(3o) = = 

Ainsi les invariants de Véquation adjointe sont égaux à 
ceux de Véquation proposée, mais pris dans un ordre différent. 

II suit de là que, si l’on a A = A, on pourra passer de l’équation 
à son adjointe par la substitution de \z à \ étant une fonction 
déterminée. C’est ce que l’on vérifie aisément; car, si l’on ramène 
l’équation linéaire à sa forme réduite, qui est, dans ce cas, 

(n« 329) 

dx âjr 

on reconnaît immédiatement que l’équation est alors identique à 
son adjointe. 

H 

on peut obtenir, pour la fonction auxiliaire, la forme ti^ès simple 

OÙ a et P désignent deux constantes réelles, fonctions de M et de P. 
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3G6. On peut déduire une autre conséquence des relations entre 
les invariants de l’équation et ceux de son équation adjointe. 
Désignons par (E) l’équation, par (E') son adjointe et appliquons à 
l’une et à l’autre la méthode de Laplace. Nous obtiendrons deux 
suites d’équations 

(E-,)* (E-ih (Ek (Eo) 

(El,), (Eli), (E'j, (Ei), (E,) 

Or nous avons vu au n" 331 que, si l’on désigne par ïi_^ et h 
les invariants k et h de l’équation (E), ceux de l’équation (E/) 
seront et A/, les quantités ki se déterminant au moyen des 
deux premières, h et A. i, par la relation de récurrence 

lii-l — -T- — r— 


La symétrie de celte formule nous permet de reconnaître immé- 
diatement que, si l’on passe de (E) à l’équation adjointe (E'), 
c’est-à-dire si l’on échange les deux premiers invariants h_x et 
A, au lieu d’obtenir la suite 


A-.;,, -A -2» A_i, A, A], A.2, 


on aura 


A3, A2, Al, A, A-i, A_2, 

Il résulte de là que l’équation (E/) aura ses invariants égaux, à 
l’ordre près, à ceux de l’équation Par conséquent, l’adjointe 

de (E/) sera l’équation (ELi) dans laquelle on aura changé z en 
X;:;, X désignant une fonction convenablement choisie de x et de y; 
et, si l’on néglige, comme nous l’avons fait jusqu’ici, les change- 
ments qui résultent de cette substitution, on pourra dire que 
(El^) est l’adjointe de (E/). Cette remarque à peu près évidente 
conduit aux conséquences suivantes. 

Supposons que la première suite se termine dans un sens, dans 
celui des indices positifs par exemple; soit (E/) la première 
équation dont l’invariant A est nul; il est clair que, parmi les 
équations d’indice négatif de la seconde suite, (El^-) sera la pre- 
mière dont rinvariant k sera nul; la seconde suite se terminera 
donc à (El^). On peut donc énoncer la proposition suivante : 
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Quand Vune des deux suites de Laplace relatives à une 
équation et à son adjointe se termine dans un sens, Vautre se 
termine en sens contraire, et après un même nombre d^ opé- 
rations; si donc la première suite se termine dans les deux sens, 
il en sera de même de la seconde, et il y aura autant d’équa- 
tions d’indice positif dans l’une des suites que d’ équations 
d’indice négatif dans Vautre ( ' )- 

Nous allons nous attacher à cette dernière hypothèse et montrer 
comment, dans ce cas, on obtient effectivement rintégrale de 
l’équation adjointe. Mais, pour résoudre cette question et celle 
qui la suivra, il est nécessaire que nous donnions des développe- 
ments étendus sur Téquation adjointe de Lagrange relative à une 
équation linéaire d’ordre quelconque, mais contenant une seule 
variable indépendante. Ce sera l’objet du Chapitre suivant. Nous 
terminerons celui-ci en résumant les relations que nous avons 
mises en évidence entre une équation et son adjointe. 

367. Nous présenterons d’abord quelques remarques sur la no- 
tion même d’intégrale générale. Etant donnée une équation aux 
dérivées partielles, il peut arriver, dans quelques cas spéciaux, 
que l’on ait des méthodes permettant d’obtenir une formule géné- 
rale qui donne toutes les solutions de l’équation. C’est ainsi que, 
si l’on a à intégrer l’équation élémentaire 

fPz _ 
dx dy 

on est assuré que toutes les solutions seront fournies par la for- 
mule 

- = ?(^) -»-'!' 0 '}* 

Plus généralement, si la méthode de Laplace, appliquée à ces 
équations linéaires que nous avons étudiées dans les Chapitres 


(*) Un jeune géomètre, M. R. Liouville, qui a été conduit par ses rechcrclics 
personnelles à la considération de Féquation adjointe, a établi ce théorènic, 
comme nous le faisons ici, par remploi de nos invariants h et k. {Voir le Mé- 
moire Sur les formes intégrables des équations linéaires du second ordre in- 
séré au LVI® Gabier du Journal de VÉcole Polytechnique, p. 6; 1887.) 
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précédents, permet d’intégrer Pane des équations de la suite, la 
formule à laquelle on est conduit, et dont nous avons indiqué la 
forme, représente elFectivement la solution générale de l’équation 
considérée. Mais il existe d’autres moyens, plus ou moins indirects, 
de parvenir à des formules générales qui représentent des solutions 
d’une équation aux dérivées partielles; tel est celui que nous 
avons employé, par exemple, pour obtenir la formule de Poisson 
généralisée par M, Appell. A quel caractère pourra-t-on recon- 
naître que de telles formules fournissent l’intégrale générale de 
l’équation considérée? Ampère, dans le célèbre Mémoire inséré aux 
XVIP et XVIIl® Cahiers du Journal de V École Polytechnique (^), 
a adopté la règle suivante : 

« Pour qu’une intégrale soit générale, il faut qu’il n’en résulte, 
entre les variables que l’on considère et leurs dérivées à l’infini, 
que les relations exprimées par l’équation donnée et par les 
équations qu’on en déduit en la diflerentiant (-). » 

Cette intéressante définition porte la marque de l’esprit philo- 
sophique de son illustre auteur; on pourrait la justifier en s’ap- 
puyant sur les travaux ultérieurs de Cauchy; mais il vaut mieux, 
nous semble- t-il, déduire de ces travaux une définition nouvelle 
de l’intégrale générale. Si nous supposons, par exemple, que l’é- 
(juation aux dérivées partielles soit du second ordre et à deux va- 
riables indépendantes, Cauchy a montré que, sous certaines con- 
ditions de continuité qu’il est inutile de rappeler ici, il existe une 
intégrale de l’équation, déterminée par la condition de prendre des 
valeurs données à l’avance, ainsi que l’une de ses dérivées pre- 
mières, pour toutes les valeurs de x y liées par une relation 
donnée ou, si l’on veut, représentées géométriquement par tous 
les points d’une courbe analytique plane. Cette importante pro- 
position, que nous avons déjà rappelée [I, p. 388], conduit par 


( * ) Ampère, Considérations générales sur les intégrales des équations aux 
différentielles partielles, lu à Tlnstitut le ii janvier 1814 {^Journal de V École 
Polytechnique, XVII® Cahier, p. 549.) 

Ampère, Mémoire contenant V application de la théorie exposée dans le 
XVIP Cahier du Journal de TÉcole Polytechnique à l’intégration des équations 
aux différentielles partielles du premier et du second ordre {Journal de 
V Ecole Polytechnique, XVIII* Cahier, p. i; 1820). 

(») Journal de V École Polytechnique, XVIP Cahier, p. 55 o- 
D- — II. 
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une voie naturelle à une définition nouvelle et rationnelle de l’in- 
tégrale générale : pour qu’une formule obtenue par une voie quel- 
conque représente l’intégrale générale, il suffira évidemment que 
l’on puisse disposer des arbitraires qui y figurent, fonctions ou 
constantes en nombre illimité, de manière à retrouver les solutions 
dont les théorèmes de Cauchy nous démontrent l’existence, c’est- 
à-dire de manière à attribuer à la fonction inconnue et à l’une de 
ses dérivées premières des valeurs se succédant suivant une loi 
quelconque, donnée à l’avance, pour tous les points d’une courbe. 
Il pourra arriver, sans doute, que la formule obtenue laisse 
échapper certaines solutions exceptionnelles : cette circonstance 
se présente déjà pour les équations différenlielles à une seule 
variable indépendante qui peuvent avoir des solutions singulières 
dans certains cas exceptionnels. Il pourra arriver aussi que la 
solution obtenue ne convienne que pour les valeurs de x et de 
/ représentées géométriquement dans une région déterminée du 
plan; plusieurs formules pourront être nécessaires pour repré- 
senter l’ensemble des intégrales. Le critérium qui se déduit immé- 
diatement des résultats de Cauchy est précisément le moyen le 
plus sûr que nous ayons de reconnaître, dans les cas difficiles, le 
degré de généralité que présente une intégrale donnée a priorL 

Appliquons ces remarques aux relations que nous avons établies 
entre une équation linéaire et son adjointe. Toutes les fois que 
l’une des deux équations s’intégrera directement, c’est-à-dire par 
l’application de la méthode de Laplace, il en sera de même de 
l’autre. D’ailleurs, lorsqu’on aura obtenu par un procédé quel- 
conque l’intégrale générale de l’une des équations, on pourra dé- 
terminer la fonction u de Riemann et, par suite, intégrer aussi 
l’autre équation. Nous pouvons donc, en tenant compte des re- 
marques précédentes, énoncer d’une manière générale la propo- 
sition suivante : 

-Etant données une équation linéaire et son adjointe^ V inté- 
gration par un procédé quelconque de Vune des deux équations 
entraîne comme conséquence celle de Vautre équation. 
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CHAPITRE Y. 


l’équation adjointe de LAGRANGE ET LES ÉQUATIONS LINÉAIRES 
d’ordre impair Équivalentes a leur adjointe. 


DcQniLioQ de l’équation adjointe à une équation linéaire donnée, à une seule va- 
riable indépendante. — Relation de réciprocité entre les deux équations; cha- 
cune d’elles est radjointe de rautre. — Relations entre deux sj'-stènies fondamen- 
taux d’intégrales se rapportant respectivement aux deux équations. — Intégration 
d’une équation linéaire avec second membre par l’application des propositions 
établies- — Forme remarquable que Ton peut donner aux premiers membres 
de deux équations linéaires adjointes Tune à l’autre. — Équations linéaires 
d’ordre impair équivalentes à leur adjointe. — Propriété caractéristique; le 
premier membre devient une dérivée exacte apres sa multiplication par la 
fonction inconnue. — Ftude de rintégralc du second degré. — Relations qua- 
dratiques entre les intégrales particulières et leurs dérivées de môme ordre. — 
Expression sans aucun signe de quadi*aturc du système le plus généial de solu- 
tions particulières d’une équation linéaire d’ordre impair équivalente à son 
adjointe. — Formation de toutes les équations d’ordre impair équivalentes à 
leur adjointe. 


368. Etant donnée l’équation linéaire du ordre 

(l) /( Il ) -- \ Il r- Xi II' X 2 z/ -4- . . . - Xfi — o, 

où A, Al, Ao, . . - , désignent des fonctions quelconques d’une 
variable indépendante x, proposons-nous de déterminer toutes les 
fonctions v de x, telles que le produit 

vf{u) 

devienne la dérivée exacte d’une fonction linéaire de u et de ses 
dérivées jusqu’à l’ordre n — i . Une suite d’intégrations par parties 
conduit à la formule 


J v f{ii)dæ 

”7 “P"--* 


(>) { 


(_,)« 


dHK„v) 


-r- u' 


dx ' dx- ' dx‘^ 


dx 


P — 


dx 


-T- 
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Si donc on définit les fonctions nouvelles [x, . . . , et le 

polynôme par la relation 

/ ^(r)= ;j.P- 

<3) ) , ^/lAïc) dn{\„y) 


il faudra que Ton ait 
i\) 

Car il n’existe, évidemment, aucune fonction de u et de ses dé- 
rivées dont la dérivée puisse se réduire à ii^{ç)j lorsque g{v) est 
diflerent de zéro. L’équation (4) a été considérée pour la première 
fois par Lagrange M : on l’appelle aujourd’hui de la 

proposée; nous dirons aussi que est le polynôme adjoint à 

/*(«). On voit que toute solution particulière de l’équation 
adjointe fournit une intégrale première de l’équation proposée 
sous la forme 


( 5 ) W ( Z/, P ) -- const . , 

où l’on a posé, pour abréger, 

d{ }v2 P ) 


^XZ/,P): 


(6) 






Si l’on adopte les notations précédentes, l’équation (i) s’écrit 
comme il suit 


(7) 




et, par suite, le binôme vf{u) — une dérivée exacte 

pour toutes les formes possibles données aux fonctions u et ç (j). 


( * ) Lagrais'ge, Solution de différents problèmes de Calcul intégral ( Miscel- 
lanea Taurinensia, t. III; 1762-1765. Œuvres complètes, t. I; p. t^ni). 

(*) La forme bilinéaire p) se présente au début des belles recherches de 

M. Halphen sur les équations linéaires. Voir en particulier le Mémoire sur un 
problème concernant les équations différentielles linéaires {^Journal de 
M. Jordan, 1 . 1 , p. ii; i8S5). Otto Hesse Ta aussi considérée dans un Mémoire 
que nous citerons plus loin. 



lOl 


l’jÉQUAlTïON adjointe de LAGRANGE. 

369. Réciproquement, étant donnée la fonction linéaire f{u) 
de U et de ses dérivées jusqu’à Tordre tz, si Ton se propose de 
déterminer une fonction semblable par la condition que 

vjf(z/ ) — ïzç(v) 

soit une dérivée exacte pour toutes les formes possibles de u et 
de on devra avoir nécessairement 

Ecrivons, en effet, Téquation 

U ) — © (' t> 1 1 dx — Vy ( Z/., r ), 

qui exprime la propriété par laquelle on veut déterminer îp(ïz); 
si on la retranche de Téquation («ÿ j, on aura 

J <*) ““ ^’)j 

et, comme il n’existe aucune fonction de u et de ses dérivées dont 
la dérivée contienne u seulement, il faudra nécessairement que 
Ton ait 

o{ç) ~z g(9). 

Si Ton applique la proposition précédente à Téquation ( 7 ), en 
remarquant que f{u) et y entrent de la même manière, on 
conclura que la relation entre ces deux polynômes est réciproque, 
c’est-à-dire que chacun d’eux est V adjoint de Vautre, 

Par conséquent, on pourra écrire la relation 

I /( M ) = X IZ -1- Al ZZ' -H . . . -T- \,i 

tout à fait analogue à Téquation (3). Chacune des identités ( 3 ) et 
( 8 ) peut être considérée comme une conséquence de Tautre; nous 
avons déjà fait usage de cette remarque au Chapitre II [p. 4*]* 

370. Lagrange a déjà montré comment la résolution complète ou 
partielle de Téquation adjointe permet de simplifier la résolution de 
l’équation proposée. Nous ne reviendrons pas sur ce sujet; mais. 
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ea vue des applications qui vont suivre, nous étudierons d’une 
manière approfondie les relations entre toutes les solutions de 
l’équation pi'oposée (i)' et celles de l’équation adjointe (4)- 

Considérons un système fondamental d’intégrales particulières 

Uij 11-2, .... U,i 


de l’équation proposée, c’est-à-dire un système pour lequel le dé- 
terminant 






u\ 

u\ . 


(9> 


A = 

lU 


24 - 





Un 

Un 

z4 . 

. . i4r‘’ 


. 

1 f 




r*- ^ 


6z(z/) de U et de ses dérivées jusqu’à l’ordre n — i, s’annulant 
lorsqu’on y remplace ii par une solution particulière autre que 
U£ et devenant égale à i lorsqu’on y remplace u par ii£ : cette 
fonction a pour expression 


(,o) 


du’i 


U -f- ... -f- 


d\ 


duT~ 


«(«-!) j , 


A étant le déterminant déjà défini. L’équation 

= const. 


est une des intégrales premières de l’équation proposée 5 le pre- 
mier membre se réduit, en effet, à la constante quand on y 
remplace u par 

Gj U\ — r~ G2 U^—r~ ... -T~ Qifi 

L’équation 


d^i( u) 
dx ^ 


est donc équivalente à la proposée, et la comparaison des coeffi- 
cients de la plus haute dérivée dans les deux équations nous 
conduit à l’identité 


dx 




I <?logA 


(»«) 

f/ ayant pour valeur 
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Le produit ^if{u) étant une dérivée exacte, Çi est une solution 
particulière de Péquation adjointe. En donnant à l’indice i toutes 
les valeurs, on formera ainsi un système 


de n solutions de l’équation adjointe, que l’on reconnaîtra aisé- 
ment être linéairement indépendantes; ce point résultera d’ailleurs 
de la suite des raisonnements. Nous dirons que les solutions Vi 
sont les adjointes des solutions z^/, et nous allons étudier les re- 
lations entre ces deux groupes de solutions. 

Si l’on se reporte d’abord à l’équation (i i), en la comparant à 
la formule (7), on reconnaît que l’on a 

et il suit de la définition des fonctions 6z(zz) que l’on a 
(i3) = 

Ces relations très importantes contiennent les coefficients de 
l’équation proposée; les suivantes ont lieu seulement entre les 
intégrales zz./, vi. 

L’expression (12) des fonctions vi et les propriétés élémentaires 
des déterminants montrent que l’on aura 

-4- ttâ -f- . - . -h \?,i Un = Oï 
Vxll'x -r- —O, 



Vx -4-. . = Oî 

H- ^ • 

De ces relations on déduira les suivantes, par des différentia- 
tions répétées, 

I tt'*) -i- pW jjÿ-) + . . . H_ pli) a}*) = 0 , i' -V- /c < 71 — i; 

^ ‘ ^ ^ j P<,') wf’ •+■ -H ... -H pif > u'it^ = , i-\-k = n—i. 

Ces formules permettent évidemment de déterminer les solu- 
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7 > 


K',“ . 

• • ' 7 

p'i, 



7 ; 



• • ■* ‘‘•/t 7 

- • î 

• • » 


7 • * 5 



— > 

«(/i 1 ) 

«( fi» — 1 } 
^'2 J 

— 

-1). 

7 î 

«1, 

W2, 

- - 7 n • 


Les mineurs formés avec les p premières lignes et p colonnes 
quelconques du premier déterminant sont proportionnels aux 
coefficients des mineurs correspondants dans le second détermi- 
nant. Pour établir cette proposition, considérons, par exemple, le 
mineur principal du premier déterminant, que nous écrirons 
comme il suit : 


C’i ^2 

... 


1 ^2 

... 


O 

O 

I 

O 

O 

O 

O 

O 

O 


Si on le multiplie ligne à ligne par le déterminant A, on trouve, 
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après quelques réductions faciles, la relation 


Tl t^2 

t' P ! 


Up-k-i 

Un. 

v'i v. 

Vp \ 

«PM 

Up^-2 


pT*’ • 

1 • 

1 

V 

Up^l 

(«-P-1) 



qui comprend comme cas particulier les formules (12) et (17). 
On aura de même 



«I 

Z«2 

- Up 



t’p-t-2 


(ao) 

u\ 

«î 

. «P 


^P+i 

*^p-!-2 



b'/’-*' 


.. 

i 

1 

„(»-p-i) 

^P+i 

{Æ-p-1 ) 
^p+2 



371 . L’emploi des propositions précédentes conduit rapidement 
H l’intégrale générale de l’équation avec second membre 

/00-R, 

où R désigne une fonction quelconque de la variable indépen- 
dante. 

Si l’on multiplie, en efi'et, les deux membres de l’ équation pré- 
cédente par ç»/, on aura, en intégrant, 


c’est-à-dire 

(21) 


J l' Rçidr, 
v/)“ J* Kçidx. 


Il suffit d’attribuer à i toutes les valeurs i, 2, /i et de ré- 
soudre les équations obtenues, qui sont du premier degré par 
rapport à la fonction inconnue u et à ses dérivées tt', n!\ . . . , 
La résolution se fait très simplement de la manière sui- 
vante. 

Posons 

(22) = Al -i- A2 -f- . . . 4- /i„ ttif ^ 

Aa, . . . , hfi désignant des inconnues nouvelles que l’on sub- 
stituera à et à ses dérivées. La substitution des valeurs de 
u\ . . ., données par la formule précédente dans l’équation (21), 



loG 

nous donnera 
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/lj[ ( Ui, çf) r- h-i ^ ( Z/o? -4- - - . “ Jlfi ( Ufit ^ dx. 

Si l'on tient compte des relations (ï 3), il reste 

hi-~ J' Kvidx. 

Par suite, la solution cherchée et ses n — i premières dérivées 
sont déterminées par les formules 


\ \> > J 




Le résultat se présente sous la forme même que Fon doit ob- 
tenir lorsqu’on applique la méthode de la variation des constantes 
arbitraires due à Lagrange. 


372. Pour compléter cette étude des relations entre une équa- 
tion linéaire et son adjointe, nous indiquerons une forme remar- 
quable que l’on peut donner aux deux fonctions f{u) et g{^)^ 

Il suit de la théorie même de Péquation adjointe que l’on peut 
mettre /U^), et d’une infinité de manières, sous Informe 

_J_ df^{u) 

dx 

En appliquant la même transformation à /i (zz) et à toutes les 
fonctions que l’on introduira successivement, on obtiendra pour 
f une expression telle que la suivante 

. .. J.. . \ d \ d \ d U 

(M) Ku) = , 

dæ a,t. dx ck.^ dx 

chaque différentiation portant sur tout ce qui suit. Multiplions 
par ç et posons 


( 25 ) 


1 //(^) = ^ 


d 1 

dx OLn-i 


/«(«)== 


U 

SI’ 


d ^ d U 

dx a 2 dx ai 
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soit de même 


. „ . J , . (_ i ). 7 -/ d I d \ d V 

(.26 ) { gi{v) = — 7 - * - * 7 - 




a/_ui dx d.c st,^ dx 

( — I )" d \ t! r d V 


oLi dx 0-2 dx T.n dx y-ti-^x 

D’après ces définitions des fonctions fii^u)-, Sk{^')y 011 aura 


/«) 


dx 


fi(u') : 


F df^iu) 

- 5 


dx 




»//-/+! dx 

r dfiri-^\{v) 


CL[^l dx 

Une suite d’intégrations par parties nous donnera les formules 

f vf{u)dx^ 

= Sn(.v)fi{u) -J fi{u)dga(.V), 

—J'fiiu)dffn{v) = j'ff„-l{f’)dfi{u) 

= srn-t(f’)/i{u) — f fî(u)d gu-lie), 



—J.fai«’)dgiie)~J'ugip)dx. 

Si l’on ajoute toutes ces équations, on obtiendra l’identité 


(27) 


I y [efiu) — ugivy\da; 
^ ^gnie)fiiu) 


iu)^ gu-lie) fiiu) - 4 -. . ■-?- (*>)/«(.«), 


d’où il résulte que est le polynôme adjoint à f{ii) et que 

l’on a 


(28) M, P ) :-= gn.{^) gn-i ( «^) /â ( M ) + - - ■ -H (>) //* ( II)- 

Gela posé, les différentes solutions particulières de l’équation 
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proposée peuvent être représentées par les formules 




i lU -- 2] J 

dx. 

^ = «1 J 

aj dx 1 a;j dx, 

Un ^ i 

«y 

f a* dx J • ‘ f 


chaque signe intégral portant sur tout ce qui suit. De même les 
solutions de l’équation adjointe, que nous désignerons par 
tvo, . . seront 


( 3o ) 


tri “ '^n-i-L, 


( «•2 = / a,i dx, 

r r 

' j %ndx j a„_i dx, 

I W’« = a„+, aj dx. 


Pour plus de netteté, nous supposerons que toutes les intégrales 
soient prises entre o^q et Xq étant une constante. Si l’on se re- 
porte à la définition des fonctions j ûn reconnaît 

que l’intégrale particulière ui annule identiquement les n — i 
premières et réduit à l’unité la {n — i-j-i)‘‘'“®. Quant aux sui- 
vantes . . ■tfH't elles auront toutes la forme d’une intégrale 

prise entre les limites Xq et x. On trouvera, par exemple, 


" / a/ dx, /«-/4-3 = / a/-i dx 1 a/ dx, 


et ainsi de suite. Toutes ces fonctions, qui ne sont pas nulles en 
général, le deviendront cependant pour x^Xq. 

De même, la solution substituée dans les fonctions les 

annulera toutes, pour x = XQy sauf la fonction g-n-A+i qui se 
réduira à ( — 

D’après cela, substituons, dans la formule (27), m à la place de 
à la place de v. La dérivée v f{ii) — du premier 
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membre étaDt nulle, le second membre doit se réduire à une con- 
stante. On peut donc, pour calculer cette constante, donner à x 
la valeur particulière Xq. La seule fonction qui ne soit pas 
nulle est alors qui se réduit à Tunité. On a donc 

Mais la fonction giiwk) est nulle tant que Ton n’a pas 

i— n — /c -4 - 1 , 

et elle est égale à ( — si cette relation a lieu entre les indices. 
On aura donc 


j ^l-( u£, Wk) ~ ( — pour £-^ A- — n -i- i: 

I ^P( iCi, (Vk) — O pour t-i- A /i-j- i. 


Si l’on pose 




ce qui donnera le système suivant 


( 32 ) 


il viendra 



■ f 

P2 — ( - j 

- ■ f “3 

J* 1 

■ ■ ■ f 

^ri — ï 


( 33 ) 


Us, P/ ) = I , W( Us, e/,. ) = O, 


c’est-à-dire que les tv seront les solutions correspondantes ou 
adjointes aux zz/, dans le sens que nous avons donné à ce mot au 


n*» 370. 


373. Nous allons maintenant appliquer les propositions précé- 
dentes au cas où l’équation adjointe admet les mêmes intégrales 
que l’équation proposée. On a alors 
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O étant une indéterminée que l’on obtient par la comparaison des 
coefficients de dans les deux membres. On trouve ainsi, en se 
reportant à la valeur (3) de 5 K 

P 0 "; 

de sorte que l’on a nécessairement 

(34) ,^(u) = f(u) 
si l’équation est d’ordre pair, et 

(35) = 

si l’équation est d’ordre impair. 

Il y a donc une différence essentielle entre les équations d’ordre 
pair et celles d’ordre impair. Les premières se rencontrent dans 
la théorie de la variation seconde des intégrales simples; Jacobi 
en a donné les principales propriétés (^). Les secondes, que nous 
rencontrerons dans la suite, ne paraissent pas avoir été étudiées. 

Supposons que l’équation linéaire soit d’ordre impair a /^ — i 
et reprenons l’équation fondamentale ( 7 ) où nous remplacerons 
~~ fi^)- Nous aurons alors 

(36) J [çf(u)--^uf(v)]da:;=:^W{a,v). 

Cette relation ayant lieu pour toutes les formes possibles des 
fonctions u et p, remplaçons«y ç par zc; elle deviendra 

(37) J 

Ainsi toute équation linéaire d^ordre impair équivalente à 
son adjointe admet une intégrale dit second degrés et son 


(*) Jacobi, Zur Tli^orw der Variations-Eechnung iind der Differential- 
Gleichungen {^Journal de Crelle, t. XVlf, p. 68 ; i836.) Une traduction de ce 
Mémoire a paru dans le Journal de Liouville, i”* série, t. lU, p. 44 . On pourra 
consulter aussi : 

Bertrand (J.), d’im théorème de M. Jacobi {Journal de 

V École Polytechnique^ XXVIII® Cahier, p. 276; i 84 i). 

Hesse (O.), Uéber die Criterien des Maximums und Minimums der einfachen 
Intégrale {Journal de Crélle, t. LIV, p. 027; 1S57). 



l’équation adjointe de LAGRANGE. 


1 1 1 


premier membre devient une dérivée exacte quand on Le muL- 
tiplie par la fonction inconnue (M. 


Cette élégante propriété caractérise, il est aisé de le prouver, 
les équations de degré impair équivalentes à leur adjointe. Si Le 
premier membre dhine équation Linéaire devient une dérivée 
exacte quand on le multiplie par la fonction inconnue j V équa- 
tion est nécessairement d^ ordre impair' et elle est équivalente à 
son adjointe. 

Soit, en elFet, 



dx ~ n(fA) 


Péquation qui exprime la propriété précédente. Remplaçons u par 
M H- (^5 désignant une constante, et égalons les coefficients de \ 
dans les deux membres. Nous aurons une égalité de la forme 

J [uf{p)-.-vf{u)\dx—niu, v). 

D’après la proposition générale du n® 369, cette relation 
exprime que l’adjointe de la fonction linéaire f{u) est — f(^^)- 
L’équation linéaire considérée sera donc équivalente à son ad- 
jointe et, en vertu de la remarque faite plus haut, elle sera néces- 
sairement d’ordre impair. 


374. Si l’on substitue une solution de l’équation proposée 
dans l’intégrale du second degré n(ii), celle-ci se réduit à une 
constante. Cette constante pourra-t-elle devenir nulle lorsque la 
solution substituée sera quelconque, mais réelle? Afin de décider 
ce point, qui est essentiel pour la suite, nous allons indiquer une 
forme remarquable du polynôme quadratique Iï(n). 

Si l’on sépare dans HÇu) les termes qui contiennent la plus 
haute dérivée de Uj on pourra lui donner la forme 

U{ic ) = lli{u) -h -i- az a^n-i (*) 


(*) Toutes les équations linéaires admettent des intégrales du second degré, en 
nombre illimité; mais, dans le cas général, le premier membre de Téquation ne 
devient une dérivée exacte que si on le multiplie par une fonction linéaire de u 
et de ses dérivées jusqu’à Tordre n — i qui contient nécessairement aC"-»). 
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^^(^^) contenant les dérivées de u jusqu’à l’ordre — 3 seule- 
ment. En prenant la dérivée de H, on aura l’expression suivante 

U^in-1) 2£(2«-3) a2„_2 u' H- a^n-1 u) 

des termes qui contiennent la plus haute dérivée de u. Gomme 
^ est égale à uf(iî) et doit contenir u en facteur, on aura né- 
cessairement 

CLy ^2 * - * ■“ ^2/i — 2 Oj 


et ÏI(ï^) sera, par suite, de la forme 
II(m) = 

Ri étant le polynôme déjà défini. Gela posé, mettons à la place 
de u une solution de l’équation proposée s’annulant, ainsi que 
ses 2 / 1 — 3 premières dérivées, pour une valeur particulière quel- 
conque donnée à x. La fonction sera nulle, pour x = XqI 
cela résulte de la formule précédente; et, comme elle doit se 
réduire à une constante, elle sera nulle pour toutes les valeurs 
de X, 

Il est donc établi que, si l’équation proposée a ses coefficients 
réels, il y a une infinité de solations réelles annulant l’intégrale 
homogène du second degré !!(//). Soit ç une telle solution, pour 
laquelle on a 

( 38) n(p)= p)= O. 


Si on la porte dans la formule (36), on obtiendra, pour toute 
fonction m, 

J~ )f{ u) = V) 

ou, en remplaçant u par vu, 


(39) 


^ V f{uv)dx= V(mp, p). 


D’après l’équation (38), le coefficient de u dans le second 
membre est nul. On aura donc 


(4o) 


J ^/(mp) dx =:/i(k'). 
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/’^(co ) désignant une fonction linéaire de to et de ses dérivées 
jusqu’à l’ordre 2/2 — 3. Nous allons montrer que celle fonclioii 
nouvelle est, elle aussi, égale et de signe contraire à son ad- 
joiiile. 

Considérons, en effet, l’intégrale 


f “/i' 


10 ) dæ. 


Si l’on Y remplace, pour un instant, to par la dérivée lé d’une 
autre fonction, elle devient, en vertu des équations ( Sq ) et { 40 ) 

Ç u' fiK u' ) dx " J' II' vpi \?')dx — Ç du- Ç ^ dx. 

En intégrant par parties, on a 

^ du Ç vf{iiv )cLc~ ii^ i^fKUv)dx — ^ iiçf{ iiv)dx 


ou, en tenant compte des formules ( 30) et ( 3^), 



U W ( ttr, V ) — - ( ar, uv ). 


Tous les termes qui contiennent ii disparaissent dans le second 
membre; 011 le reconnaît immédiatement si l’on remarque que 
les termes en u dans uv., uv ) ont pour expression 

‘A U 'F ( iiv, V) — tt® r 

Si donc on substitue co à lé dans le second membre, la relation 
précédente prend la forme 

U) yi(ot>) dx = II(a>, w', . . 

qui, nous l’avons vu, caractérise les fonctions /i{^) égales et de 
signe contraire à leur adjointe. La proposition que nous avions 
énoncée est donc démontrée. On en déduit aisément la consé- 
quence suivante, qui n’est autre qu’une transfoxanation de l’équa- 
tion (40) • 

Toute fonction ordre impair ü n — 1 égale et de signe 
D. — IL 8 
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contraire à son adjointe peut se mettre sous la forme 


(ji) 




/*, ( co) désignant une fonction d'ordre 2 7^ — 3 qui est aussi 
égale et de signe contraire à son adjointe; quant à la fonc- 
tion t', 071 peut toujours lui aW'ibuer dhine infinité de ma- 
nié j'es une foj'ine réelle quand le polynôme linéaii'e j\u) a ses 
coefficients l'éels. 


L’application répétée de cette proposition permettra évi- 
demment de former toutes les fonctions égales et de signe con- 
traire à leur adjointe. On sera conduit à une expression de f(u) . 
qui s’écrira comme il suit : 


(4^) A U ) 


J d I d T d i d 1 d T d / u\ 

oLi dx dx dx dx dx %,i-\ dx \ai/ 


C’est la forme générale donnée au n° 372, mais avec cette res- 
triction que, dans la suite 


^lî ^27 ♦ • * 7 ^2«7 


les fonctions à égale distance des extrêmes sont égales. Pour la 
démontrer dans toute sa généralité, il suffira de prouver, ce qui 
n’offre aucune difficulté lorsqu’on emploie la formuJe (4 0? 9*^®? 
si elle est vraie pour les équations d’ordre 2/7 — 3, elle s’étend 
d’ elle-même à celles d’ordre 2/2 — i . 


3/5. La forme précédente de f\u) une fois établie, reprenons 
les deux systèmes de solutions d’une équation linéaire et de son 
adjointe définis au n® 371 

Wl, 21-2, - * - J — 1, 

V’i, i’â, ..., 

II faudra remplacer, dans les formules (ap) et (3a), n par 
a /t — I et supposer aussi 

On trouvera ainsi que l’on a, pour toutes les valeurs de f, 

(43 ) P, = ( — ()'■-> 
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Si l'on porte ces expressions des p/ dans les formules (i3'), on 
trouvera 


(44) 


( W ( Ui, Uj.) O, ( i -’r- Je ), 

( T(m;, U2n~i) = l — iy-\ 


et, si l’on eflectue ensuite la meme substitution dans les formules 
(i4 ) et { i5), on obtiendra, en particulier, les relations suivantes : 


(45) 


/ a Ui U^2n-l — '-4 «2 U2n-2 -i- - . . ~ — I = O, 

\ a ïi*/) — a wÿ'J -r- ( — t)"-^ = o, (i < 

I a J ^ J -r-- • •-+- ( — I ' ( tt;" î)- = - 


' /t — 1), 


Il existe donc, dans tous les cas, au moins une relation homo- 
gène du second degré entre les intégrales d’un système fonda- 
mental quelconque; et cette relation ne cesse pas d’étre vérifiée 
lorsqu’on remplace les intégrales par leurs dérivées du premier, 
du second ordre, et ainsi de suite jusqu’à l’ordre n — a. On s’assu- 
rera aisément que les formules (45) conduisent par des différen- 
tiations répétées à toutes celles que Ton pourrait déduire des 
systèmes (t4) et (i3) et contiennent, par conséquent, toutes les 
relations réellement distinctes entre les intégrales du système fon- 
damental considéré et leurs dérivées. 

De ce système particulier on peut évidemment passer au sys- 
tème le plus général par une substitution linéaire quelconque 
effectuée sur les intégrales Uf. Alors les relations précédentes re- 
vêtent une forme élégante et se résument dans l’énoncé suivant : 

Etant données les intégrales 


«1, ..., U2n—i, 

formant un système fondamental absolument quelconquCy 
elles vérifient nécessairement n équations de la forme 


(p(Wl, lU, =0, 


?(«<«-", 4“-*'. «kV-V) = f 


( 46 ) 
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OU. O désigne une forme quadratique à coefficicjits constants 
que Von peut toujoui^s réduire à une somme de n car'rés po- 
sitifs et de n — i carrés négatifs. 

De plus, les intégrales 


du système adjoint au précédent sont définies par les formules 

( — ^co 

I : ^ \ tt- — . 


Cette dernière relation a lieu, en effet, quand la fonction 'o se 
réduit à la forme simple 

et, par sa nature même, elle doit subsister lorsqu’on effectue sur 
les fonctions U£ une substitution linéaire; car les fonctions i»/ sont 
alors transformées, en vertu des relations (i i), parla substitution 
inverse. 

376 . Si, dans les formules (29), on remplace n par 2t/i — 1 en 
faisant a/ = ^ oû aura une expression très simple des inté- 

grales particulières avec lesquelles on peut composer la solution 
complète de l’équation linéaire la plus générale d’ordre 2/2 — i 
équivalente à son adjointe. Pour les applications que nous aurons 
à traiter, on peut désirer des expressions équivalentes, mais 
débarrassées de tout signe de quadrature. Voici comment on les 
obtiendra. 

Le problème se résout immédiatement pour l’équation du 
troisième ordre équivalente à son adjointe. Cette équation est en 
effet de la forme 

i d I d I d U 
ai dx dx dx ai ’ 

et elle se ramène, par un choix convenable de la variable indépen- 
dante, à la forme réduite 


}_ ( u.\ _ 

Y dx^ \ y J 
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dont les intégrales sont 
(4o) 


Y ) Y 



Nous pouvons donc supposer que le problème proposé est ré- 
solu jusqu’à un ordre donné an — i . Soit 

f { U )=^0 

l’équation la plus générale de cet ordre et soient 


Mo - « • — 1 

ses an — i solutions particulières, débarrassées de tout signe 
de quadrature. D’après la proposition du n® 374, l’équation 


( 00 ) 




où y et 0 désignent deux fonctions arbitraires, sera la plus géné- 
rale de l’ordre a n -f - 1 équivalente à son adjointe. 

Pour obtenir les différentes solutions particulières de cette 
équation, nous la remplacerons par la suivante 


-IKK?)')-' 


OÙ C désigne une constante arbitraire. Si l’on fait d’abord G = o, 
on obtiendra les 2/2 solutions 


Y, Y • • • î O dx. 


Si l’on attribue ensuite à G la valeur i, il faudra déterminer 
une solution de l’équation 



On y parvient en mettant la fonction o sous la forme suivante : 

O 

P désignant une nouvelle fonction arbitraire. On pourra prendre 
alors 
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ou 



En résumé, nous obtenons les in-^\ solutions 

qui forment, on s’en assure aisément, un système fondamental 
toutes les fois que/(^) n’est pas nul. Il est vrai que ces solutions 
nouvelles contiennent des signes de quadrature ; mais on les fera 
disparaître en s’appuyant sur les identités fondamentales (36) et 
( 37 ), qui donnent ici 

On peut donc représenter le système des solutions cherchées 
par les formules suivantes ; 

<5ii i 

i Üi +1 = (i = i, 2 , an — i), 

(Î2) LW=^Y’î’(.S,3). 


qui ne contiennent plus aucun signe de quadrature. Le premier 
membre de l’équation correspondante est alors 


<53) 



A f 

dx 



et la nouvelle valeur de W(ii^v) relative à cette équation sera 








On vérifiera sans difficulté que, si les solutions U£ sont celles 
que nous avons définies au n“ 37S et qui sont caractérisées par 
les relations 

W(Uij Uk) — O, (ï + X- ^ 2/^), 

( Uù Ihn-i) = ( — i)*-^ 


les nouvelles solutions U/ définies par les formules ( 01 ) vérifieront 
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les relations analogues 

Wo ( Ü/, U/; ) n- O, ( i-~ /c 2 n -^9. ) ; 

et la relation quadratique entre les intégrales U aura, ici encore, 
la forme simple 

ü/i+l 9 U/l U/i-i-2 Ül = O. 

Appliquons la méthode précédente à la formation des solulîons 
particulières de l’équation du cinquième ordre ; en prenant comme 
point de départ les valeurs 

.r- 

Y? Y ~ 


données plus haut pour les solutions particulières de l’équation 
du troisième ordre, on obtiendra le résultat suivant : 


( *>5 ) 






dx^- dxj’ 
~‘\ 7 . dxi dx 


p)’ 


Vr 



f/2 3 
dx^- 


i r/32 \ 

â dæ^-/ 


On vérifiera aisément la relation 


ü ^ ^ Us Ui -t* a Ui U5 = O, 

qui a lieu identiquement entre les intégrales et subsiste quand on 
les remplace par leurs dérivées premières. 


377. Dans les Mémoires que nous avons cités, M. Bertrand et 
Otto Hesse ont montré, d’après Jacobi, que toute équation li- 
néaire d’ordre pair équivalente à son adjointe peut être écrite de 
la manière suivante : 

+ • • ■ A.0 M = O. 

La forme analogue relative aux équations d’ordre impair est la 
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suivante : 

fin 


cLr*^ 




fJn-\ 

_i_ \ , 23 


dx^ 


rJn~i 


\ if 

. -I — T- Al U \- Al II ~ O. 
dx 


Nous nous contenterons de la signaler, en laissant au lecteur le 
soin de la démontrer. D’autres propositions permettent encore 
de former des polynômes égaux, au signe près, à leur adjoint- Par 
exemple, il résulte du mode de formation même des polj'oomes 
adjoints que, si deux polynômes f{u)^ respectivement 

pour adjoints les polvnômes g{u)^ g\ (w), la combinaison linéaire 
of-\-bfx^ où a et b désignent des constantes, aura pour ad- 
jointe ag -k- bg^. Il suit de là, en particulier, que le polynôme 
af{u) -h bg{ II) a pour adjoint cig(u) -j- b fin) et que les deux 
fonctions 

/(«O — 


sont Tune égale, l’autre égale et de signe contraire à son adjointe. 
On peut indiquer encore les propositions suivantes : 
Reprenons l’équation du n® 368 

(5G) j {vf{u)--ug(v)\dx=^W{u,{^), 

et soient /*,(«), g\Ui) deux nouveaux polynômes linéaires, ad- 
joints Fiin à Fautre. Si, dans Fidentité précédente, on remplace 
U par 5^1 (m), elle prend la forme 

/ r). 

Echangeons dans cette identité / et /i, g et g^^ u et e; ce qui 
est évidemment permis. Nous aurons 

En retranchant membre à membre les deux égalités que nous 
venons d’établir, nous trouvons 

J { »/i (g'(f'))~ «'/(iS'i ( m)0 { <& -= ili-o — V. 
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D’après la proposition du n® 369, nous pouvons conclure im- 
médiatement que {g{uy) est Fadjoint de f{g\ (u'^. 

En remplaçant dans Fidentité (56) a par verrait de 

même que les deux polynômes 



sont adjoints Fan à Fautre. Supposons maintenant que fi soit 
identique à f et, par suite, gi ^ gl nous obtiendrons la proposi- 
tion suivante : 

Etant donnés deux polynômes linéaires f{u)^ g{^^) cidjoints 
Vun à Vautre^ la fonction 




sera identique à son adjointe^ et la fonction 

fi^) 


sera égale et de signe contraire à son adjointe. 


L’application de la formule ( 42 ) nous permet d’ailleurs de 
montrer que toute fonction égale et de signe contraire à son ad- 
jointe peut se mettre, et d’une infinité de manières, sous la forme 
que nous venons d’indiquer; car, si Fon pose 


- - , 1 d I d 

0 (k; = — -T- 

oLi dx ao dx 


I d ! U \ 
a„_i cLü \cLn) ’ 


le polynôme ar{u) adjoint à 9(?z) sera égal (n" 372) à 

/X X I ^ T d f a\ 

<s(u) — (— l)" J ' • ' 77" ( ^ 

^ ^ ' oin dx dx \cciJ 


et la formule (4^) pourra s’écrire 
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CHAPITRE yi. 


COMPLÉMENTS ET SOLUTIONS NOUVELLES UES PROBLEMES 
RÉSOLUS AU CHAPlTRi: II. 

Étude nouvelle du cas où la suite de Laplace sc termine dans un sens. — Calcul 
direct des invariants pour les dilfcrentes équations de la suite. - - Expression 
précise de la solution générale pour cLacune de ces équations. — Relations 
entre les intégrales générales de deux et de trois équations consécutives de la 
suite. — Intégrale générale de Téquation adjointe. — Application au cas où la 
suite de Laplace doit se terminer dans les deux sens; nouvelle solution du 
problème résolu au Chapili'e II. — Relations entre réquation proposée et son 
adjointe. — Indication de trois formes différentes sous lesquelles on peut mettre 
rintégrale générale de l’cquation aux dérivées partielles. 


378. Dans le Chapitre précédent, nous avons étudié d’une ma- 
nière détaillée les relations qui existent entre une équation 
linéaire et son adjointe, pour le cas d^une seule variable indépen- 
dante. Nous avons vu qu’à tout système fondamental de solutions 
particulières de l’équation proposée on peut faire correspondre 
un système analogue de solutions particulières de l’équation 
adjointe, que nous avons nommé le système adjoint au premier. 
La notion des sv^stèmes adjoints et les propriétés que nous y avons 
rattachées vont nous permettre de compléter les solutions que 
nous avons données au Chapitre II et les propositions que nous 
avons développées à la fin du Chapitre IV. 

Nous traiterons d’abord le cas où la suite de Laplace relative à 
une équation (E) se termine dans un sens, par exemple à l’équa- 
tion d’indice positif (E/). Nous avons vu (n“ 337) que cette équa- 
tion peut se ramener à la forme 

^ ^log^a 

dx dy dx dy 
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et son intégrale générale sera 


(^) 


f Yarfr, 


X et Y désignant les deux fonctions arbitraires. Si l’on conserve, 
pour les invariants, les notations du n® 331, on aura ici 


(3) h£ = o, — 

La formule de récurrence 
( 4 ) — *i.hp -T— Jip — I = 


d- loga 


àæ djr 

d- logAy, 
dx dy 


permettra ensuite de calculer successivement les invariants des 
équations (E/_^), (E/_ 2 ), .... On aura, par exemple, 


» T 6)-log/?./_i d- 

(.) hi-, = =- ^ 


( d-rL da da\ 

dx Oy dx dy / 


Mais nous allons voir que l’on peut obtenir directement l’ex- 
pression de l’un quelconque de ces invariants. 

Introduisons, en effet, les quantités 11/^ définies par les formules 
suivantes : 

I Ho — a, 

Hi - 


(6) 


np = 



dOL 





ôx 




àoi 

à- CL 




Oy 

dx dy 





doL 

<)Sa 


dPa 

CL 

dx 

dx-^ 


dxP 

âOL 

d^OL 



dP~^^ a 


dx dy 



OxP dy 

dPOL 




ipp(t 





dxP dyP 


Si l’on convient de désigner par la notation 
Df(ai, a,, ..., aA-) 

le déterminant formé avec /c fonctions a,, . . . , de / et leurs dé- 
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rivées par rapport à / jusqu’à l’ordre k — i, ou voit que l’on 
pourra écrire 

/ dP t. 

\ ' t)r dr- 

‘ 7 ) 

Cela posé, nous allons établir que l’on a, pour toutes les va- 
leurs de 

0- 


d:i 

d-OL 

dPOL 

tjy- 

‘ 

’’ dyP 

doL 

d^OL 

dPac." 

üx 

dx^ 

dxP J 


I S ) 


— — 


Ox dy 


Cette relation se vérifie pour les deux premiers invariants 
et A/_2 5 dont nous avons déjà donné l’expression. Pour établir 
qu’elle est générale, il suffira donc de montrer que les valeurs 
ainsi définies des invariants satisfont à la relation de récurrence 
(4 ), c’est-à-dire que l’on a 




(h^ 


dsil„ 




)• 


Ox ôy ôx ôy 

Or, si l’on considère le déterminant et si l’on désigne, 

pour un instant, par les éléments 

qui appartiennent aux deux dernières lignes et aux deux dernières 
colonnes, une formule très importante, mais bien connue, de la 
théorie des déterminants nous donne la relation 


H 


dm 


p-hl 


p±l 




da„ 


dli 


P-ht 


dlîn 


dE 


p-^i 


ôa 


p-hl^p-hl 


Oa 




ôa 


/>-+-!, P 


La dérivée seconde qui entre dans le premier membre est évi- 
demment H^_4. Quant aux quatre dérivées premières qui figurent 
dans le second membre, on reconnaît aisément qu’elles ont res- 
pectivement pour valeurs 




H 




dæ dy ' Oy 

On est donc conduit à l’identité 


(lo) 


Hp-lHnq-j — H. 


dm^ 


dx 


dE„ dEj, 


' dx dy dx dy ’ 
d où découle la relation (g) que nous voulions vérifier. 
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379. Une fois connue l’expression des invariants, on pourra 
obtenir l’intégrale générale; il suffira d’appliquer la formule (4 O) 
donnée au n® 336 [p. 38]. Mais on parvient à un résultat plus élé- 
gant par la méthode synthétique suivante, à laquelle nous avons 
été conduit par induction. 

0 étant la fonction déterminée par la formule ( â ), introduisons 
la quantité suivante : 


(il) 


/ doL r)p-ia\ 


Dj: étant le symbole déjà défini par la formule (7 ) ; 9^ est un déter- 
minant d’ordre Nous allons voir que les valeurs de 6 ^ corres- 

pondantes aux valeurs o, i, 2, ... de/? sont les solutions générales 
des différentes équations de la suite de Laplace; sera la solution 
générale de l’équation Pour établir ce résultat, il suffira, 

évidemment, démontrer que 6 ^ satisfait, quelles que soient les 
fonctions arbitraires X et Y qui figurent dans l’expression de 9, à 
une équation qui admet les invariants de (E/_^). Or, si l’on met 
6 ^ sous forme de déterminant et si l’on désigne par am^n l’élément 
de ce déterminant qui appartient à la ligne m et à la colonne n, 
une formule déjà rappelée nous donnera les identités 





àfip 







aO;, 

dbp 


à^p 

— 0 

d^^ip 

dcip+i^p-^i àai^p 

ddp^i^^p 


— ^p 

àcti^p 

d^p 

d(ïn 

0 

à^p 


d*-^p 

àap^p 

àai^p-i-i 

àcip^ft^i da-i^p 



Pour éviter toute confusion, écrivons le déterminant comme il 
suit 


0 



dP^ 

dx 


dxP 


doL 


dPOL 

CL 

àx 


dxP 

dcL 

à^a 


dP^^ '3L 


dx djr 


dxP ùy 

dP—^ CL 

dPOL 


d-P-^ OL 

àyP-"^ 

dx dyP-^ 


dxP dyP~^ 
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Si Ton remarque que les dérivées par rapport à y des éléments 
de la première ligne sont proportionnelles aux éléments cor- 
respondants de la seconde ligne, on calculera sans aucune diffi- 
culté les valeurs suivantes des mineurs qui figurent dans les 
identités précédentes 





La substitution de ces differentes valeurs nous donnera les trois 
relations suivantes : 


I i-i) 



d^),,-i d^p-x 

ùx dy 

dx dy 


dOp_i .J 

Ou: 

0,c 


i 

T 

1 

dx dy 

dx dy 


= 








Si Ton élimine Op entre les deux dernières, on sera conduit à l’équa- 
tîon aux dérivées partielles 


( ôh}^lï/,~2 

1 Ov ôy 

ni) < ^ 

l 0:^ ôy ’ dy 0/^-1 — O, 

dont ^p_^, qui contient les deux fonctions arbitraires X et Y, sera 
évidemment l’intégrale générale. Les invariants h et A* de cette 
équation ont pour valeurs 


dxdy ^ dxdy ^ 

ce sont précisément les invariants de l’équation ) 
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380. Le problème que nous nous étions proposé est ainsi com- 
plètement résolu. Nous savons, en elFet, former toutes les équa- 
tions qui composent la suite de Laplace : l’équation (E/_^ ) est 
donnée par la formule 

fE* ') t ^ _ ^logHp f^logHp _ _ 

^ Oæ üy Oy üjc üx üy ‘ Ox Oy * 


et elle se présente précisément sous la forme réduite que nous 
avons signalée au n'^ 338 [p. 26 ]. Nous connaissons de plus son 
intégrale générale, qui est 


(i4) 






Enfin les identités ( 12 ) établissent des relations précises entre 
les intégrales générales de deux, ou de trois équations consécutives. 

On peut, en les combinant et en éliminant G« ~ , en déduire 

^ ^ ' Ox üy 

la relation nouvelle 


(iy ^ 


Un 


jO 


- TT 0 

~ — — -l-l «— 1 2 * 




Si Ton joint cette équation à la seconde des identités (la ), on 
obtient les relations 


(yj) 


ôy 

on 


'p-i- 


jT 


A IT 


ÔX 


H/>-l 27 

— 11 / 7—2 0/77 


qui représentent ici les deux formules du n® 330 par lesquelles on 
passe d’une équation de la suite aux deux équations voisines et 
qui, à elles seules, suffiraient à établir que Oy, est bien l’intégrale 
générale de l’équation (E/_y,). Remarquons encore que la pre- 
mière des identités n. 2 ) établit une curieuse relation entre les 
intégrales générales de trois équations consécutives de la suite. 
On peut la généraliser et l’étendre au cas où la suite de Laplace 
est illimitée dans les deux sens, mais nous laisserons ce point à 
l’examen du lecteur. 


381. L’étude de la suite de Laplace relative à l’équation (E'), 
adjointe de (E), ne présente plus aucune difficulté. Nous savons 
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{'il'" 365) que cette suite se termine à l’équation d’indice négatif 

L’invariant k de cette équation est égal à l’invariant h de (E/), 
c’est-à-dire à 

r)“loga 
dx dy 

Il suffira maintenant de répéter, en partant de ( El^-), les opéra- 
tions que nous avons faites en prenant comme point de départ 
l’équation { E/\ c’est-à-dire, en définitive, d’échanger partout ^ 
et V en conservant la A^aleur de a; si donc on pose 


( l(i > 


C7=:- Y 



aX dxj 


G- sera l’intégrale générale de (El^-) et la fonction 


^ \ ’ dxP-^j 


satisfera à Téquation 




r)logH,,_i i)z r)lo£î:H„ 


Ox r)y 


dy ôx 


Ox 


ày 


àx 


ôy 


— O, 


qui a les mêmes invariants, à l’ordre près, que (E/_p) et qui est, 
par suite, équivalente à l’adjointe de cette équation. Pour avoir 
exactement l’adjointe de (E/_^), il suffira de faire la substi- 
tution 

Z I .ôHjjHp—i, 


en sorte que cette adjointe aura pour intégrale générale 


tiS; 




382. EKaminons maintenant le cas où la suite de Laplace se 
termine dans les deux sens, par exemple aux équations (E/), 
(E_y). On peut, en s’appuyant sur les résultats précédents, re- 
trouver la solution déjà donnée au Chapitre IL Posons, en effet, 

les invariants de l’équation (E_y) sont, d’après la formule (8 ), 
ôxdy ’ dxdy ' 
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Pour que la suite se termine à celte équation, il faudra donc 
que Ton ait 

üjp dr 

Si Ton tient compte de Tidenlité déjà démontrée (10) 


Ilmll/H— 2 — H7 w_i 


üx üy 


on voit que Ton devra avoir 



(}a 


dr^} ““ 


sans qu'aucune des quantités antérieures - -- soit 

nulle. 

L’équation précédente s’intégre immédiatement : elle exprime 
qu’il y a entre les fonction ^7 * * * une relation linéaire 


(19) 


d% 

va -’-vi— - -4- « 


à"' 3. 

‘O^m 


dont les coefficients sont indépendants de x et sont, par suite, de 
simples fonctions dej^. Cette relation peut être considérée comme 
une équation linéaire à laquelle doit satisfaire a et dont l’inté- 
grale générale est, évidemment. 


a = .r 1 Tj 1 -h .r, 2 -r- . . . -i- , 

Yn, ’/io, . . ., désignant m solutions particulières, linéairement 
indépendantes et fonctions de y seulement; et Xt, . . ., Xm des 
fonctions quelconques de x. Ces fonctions devront être aussi 
linéairement indépendantes; sans cela un des déterminants 
antérieurs à serait nul. 

Reprenons maintenant la valeur déjà donnée de & 



nous allons montrer qu’on peut la débarrasser de tout signe de 
quadrature. Soit, en eflet, 


o(ô ) = -h -H. . .-H îjlO =0 

D. — n. 


(20) 


9 
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réquallon linéaire dont les coefficients sont fonctions de et qui 
est adjointe à l’équation ( 19 ). Si, dans l’e^tpression de 9, on rem- 
place Y par — ?(Y), on a 

h = m 

0 = X — ^ Xh f Ç>(V)r,/, dy. 

/i = 1 

Or, les r^ étant les solutions de Tadjointe à l’équation (ao), 
toutes les quadratures qui figurent dans cette formule peuvent 
élre elFectuées; et, si l’on pose 

I o( Y)v, dy — 7 ( Y, 

y étant la fonction bilinéaire définie au n” 368, on aura 

h —Ht 

( 21 ) ■ ^ 


Introduisons maintenant le système 


y U j ' 2 j • • • ï y m 

de solutions de l’équation ( 20 ) qui admet pour adjoint le système 

On aura, nous l’avons vu au n® 370, 

yJj'/i' ) = iSyh, '^ih') = o- 
Si l’on fait Y =y/ij l’expression de 9 deviendra donc 

0 = X — 

et 9 s’annulera pour X = Y =y/t; c’est le résultat qui nous 
a servi de point de départ et qui permettra de retrouver la solu- 
tion donnée au n® 340. 

Supposons maintenant qu’au lieu de considérer la suite de 
Laplace comme commençant à (E/), on adopte comme point de 
départ l’équation (E_j) : on obtiendra évidemment des résultats 
analogues, que l’on déduira des précédents par l’échange de x et 
dey-, de î et de y. A l’équation ( 20 ) correspondra la suivante : 

(22) A w) = H- -h...-hlw=0, 
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à laquelle satisferont les fonctions xi. Soient 

?lî - - - ? 

les solutions adjointes à A a correspondra la fonction 

( '-^'3 ) ? = J'i Ç/n J 

et l’invariant de (E_y) aura la valeur suivante 

/l^m — " 5 

dar dj' 

toute semblable à l’expression (3) déjà donnée pour A la 

fonction 0, il faudra substituer la suivante 

(5-4) J = Y — ^ J'h f ;æ/(X) dx, 

et, si l’on pose 

(25) f |a/(X ) dx = XF(X, U), 

on reconnaîtra que a- s’annule, comme O, pour X = Y 

383. Ces remarques étant admises, formons la suite de Laplace 
relative à l’équation adjointe (E'). Nous savons (n® 365) qu’elle 
se terminera aux équations (Ey), (El^-); et l’invariant A* de (Ey) 
sera égal à l’invariant h de (E_y), c’est-à-dire à 

d- log P 

dx djr 

Si donc on compare à la première suite, on voit que l’on ob- 
tiendra tout ce qui se rapporte à l’équation adjointe en échangeant 
i et jy CL et P, c’est-à-dire en remplaçant les fonctions Xp, jp par 
leurs adjointes 'r\p. Ainsi : 

P OUI' passer de V équation proposée (E) à son adjointe (E'), 
il faudra échanger i et j et remplacer les couples {dCp^yp) par 
les couples adjoints (^p, r^p). 

L’intégrale de l’équation (E^) sera donc de la forme 


X 

X' ... 

x</> 

Y 

Y' . . . 





^11 

/ 

T,i ... 

y., (i) 

M 1 

Ç/12. 

Ë',„ ... 


"^im 

■'iw . - . 



N étant un facteur que l’on saura déterminer. 
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384. Mais on peut obtenir une solation plus précise en faisant 
usage des résultats que nous avons donnés plus haut pour le cas 
où la suite de Laplace se tei’mine dans un sens. Si nous considé- 
rons cette suite comme se terminant à l’équation (E/), il faudra 
prendre pour a la valeur déjà donnée 

X = ^1 “3^1 “T- ... -T- Vj m , 


et les invariants de (E) seront 

iosTll/ 

djs dy ^ dx dy 

Si, au contraire, nous considérons la suite comme se terminant 
à l’équation (E_y), on aura 


et, si Ton pose 
(aS ) Ko = S, 




f' • . -r 


Kj, Djr 



àj"‘ ) ’ 


les invariants de (E) seront de même 


( 29 ) 


d^ lojîKy ù- log Ky_i 

dx dy ’ dx dy 


Nous allons vérifier d’abord que ces expressions différentes (*^ 7 ) 
et ( 29 ) donnent les mêmes valeurs pour les deux invariants. 

D’après le théorème de Cauchy et de Binet relatif à la multipli- 
cation des systèmes linéaires, la fonction H/ sera le produit des 
deux systèmes rectangulaires 


Xi 

X2 

... Xjji 1 

’ii 



x\ 


... x,„ 

''ii 


• - - ^l//i 

... 

... 

h 

... 




x{ 


» - . i 

.y(/) 

Ul 


-(f) 

• • • 'J//i 


c’est-à-dire qu’elle sera la somme des produits de tous les détermi- 
nants formés avec £ + 1 colonnes du premier système et avec les 
colonnes de même rang du second. De même, la fonction 
sera le produit des deux systèmes rectangulaires 



... U 


ri 


* • • rm 

li r. 


7 

fl 


* * * rtn 

J(y-i) pU-î) 

'Si S2 

tiy -1) 

* • • Ç//£ 


yU-1) 

• . T 

••• rSi'*’ 
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Or, d’après les formules (19) et ( 20 ) du Chapitre précédent, à 
chacun des produits de la première somme correspond un pro- 
duit de la seconde qui est au premier dans le rapport de A' à 
^ A^ étant les déterminants formés respective- 
ment avec les dérivées des fonctions xi et des fonctions >7 jusqu’à 
l’ordre m — i. On aura donc 


(3o) 

et, par suite. 


II/ 

Xi, A 




ly-i 

A^ 


d- logll/ à- îop:Ky_i 
ôæ ôy dæ dy 


On trouvera de même, en changeant f en f — i , y en y 4- 
d- __ ^1“ l^^iy . 

<^ 0 " dy dx ôy ’ 


et ainsi se trouve établie la concordance des deux expressions 
différentes que nous avons obtenues pour chacun des invariants 
de (E). 


385. On peut, en faisant usage de l’identité que nous venons 
d’établir, mettre sous une forme plus simple l’expression déjà 
donnée 


X 

... 

Y 

X' 


Xi x\ 



ri 

r'i 

^rU) 

• • • J i. 

^ni ^ni 

O"*/) 

'*'111 

y ni 

y m 

yU) 

• • • J ni 


pour l’intégrale générale de (E). Multiplions le déterminant pré- 
cédent par le suivant 


0 

0 

... 0 

0 

0 ... 

0 


Cl 

tcy-i) 


... 


^2 



^2 

0 2 • - • 

r,</) 

^ni 

?';k 

ïiy-u 

' * ' 

'f'ini 

r' 

*ini 

Uin 


en ayant soin de faire la multiplication colonne par colonne. Si 
l’on tient compte des relations (ï 4) et (i5) établies au n*^ 370 
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[p. io3] entre les fonctions de deux systèmes adjoints et si Ton 
pose, pour abréger, 

y % 

I -H. . == fjy/.-- 

[ Ba,4. = -T-. . y'ni “ 

on a Je résultat suivant 


X 

X' 

... X^*' 

Y 

Y' 


- 

Y<» 

O 

O 

... O 

I^ÜO 

^01 


. 

Boy 

O 

O 

... O 

Bio 

Bn 


• 

B.y 

O 

. 

... O 

i 

© 

By— 1,1 


. 

By-l,y 

i Aoo 

Aïo 

... A/q 

O 

O 

* * • 

• 

c> 

Aoi 

Ah 

. . . A/l 

O 

0 


• 

O 

Ao,«-i 

Al, 2-1 

• • • A/*,/— 1 

O 

Ô 


0 

O 

Aoi 

Al/ 

• • A// 

O 

O 


0 

(- 1)‘ 
l^m 


Ce déterminant se développe sans difficulté et nous donne 



X 

X' ... 

xi.-) 

(_iyci+y)MKy_i 

Aoo 

Aqi 

Aïo ... 

A/o 

A/l 



... ... 



Ao,/— 1 



A/,/— 1 


Y 

Y' 

yî/J 


Boo 

ï>oi ... 

Boy 


Bio 

Bii — 

Biy 


f 

O 

By— 1,1 • - • 

By-i,y 


Si l’on attribue à M la valeur — -et si l’on remplace 

ensuite le rapport par sa valeur tirée de la formule (3o), on 
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aura enfin l’expression suivante de l’intégrale générale 



X X' 


: : Y 



. 

Aoo Aïo 


A /O (' I yy+i : ^00 ï^oi 

... 





... 

; 

... 

... 


Ao ,/— 1 


A/\i— 1 1 By-i.ij 




qui est parfaitement symétrique par rapport aux indices i et / et 
ne contient plus que des déterminants d’ordre f H- i et y -f- i , 
tandis que l’expression primitive exigeait le calcul d\in détermi- 
nant d’ordre i -t- L’expression précédente peut encore s’écrire 


(3-2) 





a\ 

J 

’ * * * ’ ÔXJ-- ) 


Comparons cette formule à celle que nous aurions obtenue en 
appliquant la formule générale (ii). L’expression de 9 a déjà été 
donnée par l’équation ( 21 ), et l’on peut écrire 

(32 bis) 0 = X — x(Y, a). 


En la substituant dans la formule (i4) où l’on fera ensuite 
on aura la valeur de 6/. Cette valeur est nécessairement 
proportionnelle à Z, et la comparaison des parties des deux ex- 
pressions qui dépendent de la seule fonction arbitraire X nous 
permet de conclure 


( 33 ) 



i 





üy. 




A cette nouvelle expression de l’intégrale, on ajoutera la sui- 
vante qui se démontre de la même manière 


(34) 


Z = 





ôæ 


ÔJj^\ 
■’ ôxJ-^y 


O- étant la fonction analogue à 0, définie par les formules ( 24 ) 
et ( 25 ). 


386- Ces différentes expressions permettent de former sans 
nouveau calcul l’équation aux dérivées partielles dont Z est Tinté- 
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grale générale. Comme on a 

0/— Z 

il suffira de siibstiluer cette valeur dans l’équation à laquelle 
satisfait Si l’on fait p = i dans l’équation (E,_^)[p. 127], on 
trouve 


dlo"!!,-! (^0/ ()loii:H/d0j d lo"H; d logHj'-i IJ _ ^ 

Or Oy Or or Or üy *h' ‘ 

En effectuant Ja substitution indiquée, on obtiendra pour Z 
l'équation suivante 

#j-Z ôZ r)Io^Ry„i (?Z ^ 

' Or Oy Oy Or üy Oy ' Oy Ox ' 


qui est également sous forme réduite et parfaitement symétrique 
par rapport à / et à J. 

On passera de la proposée à son adjointe en échangeant i et y, 
a et Si Ton pose 


(36) 


j (— /„ th. d'-ia\ 


l’adjointe à l’équation (35) aura pour intégrale générale. 


Ce résultat s’établit par la méthode que nous avons employée au 
n” 381. On peut, d’ailleurs, ajouter à la formule (36) deu.v autres 
expressions équivalentes, toutes semblables à celles que nous 
avons données pour Z. 
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CHAPITRE VII. 


LES ÉQUATIOISS A T]\ VARIANTS ÉGAUX. 


ilappci des propositions déjà signalées relativement aux équations dont les inva- 
riants sont égaux. — Emploi des solutions données au Chapitre précédent. — 
Condition nécessaire et suffisante pour que Téquation proposée ait des invariants 
égaux et soit intégrable par la méthode de Laplace. — Détermination de toutes 
les équations à invariants égaux dont l’intégrale peut être obtenue sous forme 
explicite- — Deuxième solution de ce problème. — Théorème de M. Moutard. 
— Expression précise de la solution générale. — L’emploi du théorème de 
M. Moutard permet d’obtenir toutes les équations dont la méthode de Laplace 
peut donner l’intégrale générale. 


387. Nous avons déjà signalé plusieurs propriétés très simples 
des équations linéaires du second ordre dont les invariants sont 
égaux. Nous savons (n° 329) qu’on peut les ramener à la forme 
simple 


Nous avons aussi remarqué (n" 365) que, si on les écrit sous la 
forme précédente, elles sont identiques à leur adjointe, et que, 
dans tous les cas, on peut passer d’une équation dont les inva- 
riants sont égaux à son adjointe en remplaçant par7..s, \ étant 
une fonction convenablement choisie de x et de y. On peut en- 
core signaler la propriété suivante, qui est une conséquence immé- 
diate des propositions déjà obtenues. 

Soit (E) une équation à invariants égaux ^ comme elle est équi- 
valente à son adjointe, la suite de Laplace relative à cette équa- 
tion se confond, évidemment, avec la suite analogue relative à son 
adjointe. Si donc la suite se termine dans un sens, à l’équation 
(E^_^ ) par exemple, il faudra nécessairement (n® 365) qu’elle se 
termine en sens contraire à l’équation (E_n+i). Ainsi, les équa^ 
Lions à invariants égaux ne peuvent jamais admettre ces 
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intégrales générales dans lesquelles une des deux fonctions 
arbitraires est nécessairement engagée sous un signe d^inté- 
g ration. Si la méthode de Laplace peut donner leur intégrale 
générale, les deux fonctions arbitraires y entreront dégagées 
de tout signe de quadrature ; et cette intégrale sera du même 
rang à la fois par rapport à x et par rapport à y. Cette re- 
marque est essentielle, et elle va nous permettre de déterminer 
toutes les équations à invariants égaux que l’on pourra intégrer 
par l’application régulière de la méthode de Laplace. 

Ecrivons, en effet, la suite de Laplace 

-•-? (E_i); (h), (Ei), .... (E^i—a), (E/^—i), 

relative à l’équation (E), et supposons que cette suite se termine 
aux deux équations (Eyi_i), On aura ici, en conservant 

toutes les notations du Chapitre précédent, 

i=z j n — 1 , m — — r 

et 

^ ^ ^ { a = :ri r, 1 i- 'z;, -h . . . • Xin-\ rrî.t-i ^ 

l ? = Çl r 1 ^2 7-2 -i- • • . -5- y^n-i • 

L’invariant A* de (E,j_i) et l’invariant h de (E„,i 4 .|) auront res- 
pectivement pour valeurs 

logGC <?-log8 

dse ùy ’ dx dy 

La suite de Laplace relative à (E) se confond, nous l’avons déjà 
remarqué, avec la suite analogue relative à son adjointe. Il résulte 
de là (n° 365) que l’équation (E^) de la suite précédente aura 
pour adjointe l’équation (E_yi) de la même suite; ou, plus exacte- 
ment, ces deux équations auront leurs invariants égaux, à l’ordre 
près. Si l’on applique cette remarque aux deux équations qui ter- 
minent la suite, on reconnaît immédiatement que l’on devra avoir 

dxdy dx dy ^ 

ou, en intégrant, 

(3) a = P 

6 et cr désignant deux fonctions inconnues de x et de On peut 
les faire disparaître comme il suit. 
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Si Ton divise par 6(^r) le premier membre de l’équation 
linéaire d’ordre — i dont 3L- I ^ J * * * î _i sont les solutions 
particulières, les nouvelles fonctions adjointes H', , sont 

égales aux anciennes multipliées par Q(^); l’équation précédente 
se réduira donc à la forme 


a ^ S ^{y). 

Une opération analogue, appliquée à l’équation dont les solu- 
tions particulières sontj^^i, y^. permettra de même 

de faire disparaître la fonction ^(y)- Ainsi, par un simple chan- 
gement d’écriture et sans diminuer en rien la généralité, on peut 
ramener l’équation (3) à la suivante 

(4) 


d’où les fonctions 0 et g- ont disparu. 

Réciproquement, si la condition précédente est vérifiée, Féqua- 
tion (E) aura ses invariants égaux. D’api'èsles résultats dun® 386, 
cette équation peut, en effet, être ramenée à la forme simple 


(5) 


d-s dz <)logTv„_2 dz c)logn„_2 

üx dy dy ôx dx dy ‘ d y 


et elle admet pour invariants 


Or on a ici 


Oxdy ^ 


d- lo" Kn—l 
dx dy 


d IOgK ,;_2 
dJ' 



lin-2 

(G) 

( K«„2 




dx" 


^«-2 a' 
ày'^—^ J 
on 


dx'^-- ) V (^y 


<)«-2 8 N 


a étant égal à on a nécessairement 


Il «— 2 — 1^«— 2 5 


et, par suite, l’équation proposée a bien ses deux invariants égaux. 
Si, dans l’équation (5), on effectue la substitution 

^ II71 — 2> 

elle prend la forme simple 


<)2 
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et, d’apres les résaltats du Cliapitre précédent, son intégrale peut 
se mettre sous l’une des trois formes suivantes : 


(^) 


( 9 ) 

( I O ) 





ï 

(— U” 


g- 






’ ) ’ 


T 

(— ly^ 


D.J- — / (a, Y), 
D,-[Y-'r(a,X), 




(9«~2a1 

£)''--2a1 


Toute la difficulté se ramène, on le voit, à la détermination des 
fonctions x/,, yn pour lesquelles on aura identiquement 

a = 3, 

c’est-à-dire 


fl l) -T- .r2'/;2 •^2rt— i’'Q2rt — 1 — UTl ~~ ^2j''2 ? 2rt-- 1 J^2/i- 1 * 


A^oici comment on peut résoudre cette écpiation. 


388. Prenons les dérivées des deux membres, par rapport à y 
par exemple, jusqu’à l’ordre 2 /i — 2 inclusivement, et donnons 
ensuite à j' une valeur particulière quelconque. On obtient ainsi 
2 ;z — I relations linéaires à coefficients constants entre les fonc- 
tions Ces équations peuvent être résolues par rapport aux 

inconnues; car leur déterminant 

.... 

ne peut être nul pour toute valeur particulière de j', les fonctions 
Vi étant, par hypothèse, linéairement indépendantes. 

Les valeurs ainsi obtenues des fonctions sont évidemment 
des combinaisons linéaires des fonctions ; on peut donc énoncer 
le résultat suivant : 

L’équation linéaire d’ordre impair considérée au n" 382, et dont 
^' 2 <i • • '5 ^ 2 n-\ sont les solations particulières, doit être équi- 
valente à son adjointe; et il en est évidemment de même de 
l’équation linéaire d’ordre impair à laquelle satisfont les fonc- 
tions 

Il faut, nous allons le voir, ajouter quelque chose encore à cette 




et, sous cette forme, on reconnaît immédiatement que les deux 
fonctions o et ti doivent être les mêmes. S’il en était autrement, il 
suffirait d’attribuer à la variable y une valeur particulière quel- 
conque et l’on obtiendrait, contrairement à l’hypothèse faite au 
début, une relation linéaire entre les fonctions ---j 

On est donc conduit à la proposition suivante qui, rapprochée des 
résultats obtenus dans les deux derniers Chapitres, donne la so- 
lution complète et précise du problème proposé : 


On détermine toutes les équations à invariants égaux qui 
s^intègrent par la méthode de Laplace en prenant^ pour les 
fonctions Xh y^^ les solutions particulières de deux équa- 
tions linéaires d^ ordre impair équivalentes à leur adjointe et 
en choisissant ces solutions particulières de telle manière qiûil 
existe entre les solutions y h et leurs dérivées jusqu^à Vordre 
n — 2. la meme relation quadratique qu! entre les solutions Xh 
et leurs dérivées jusqu^au même ordre. 
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389. Appliquons la proposition précédente aux cas les plus 
simples. Si Ton a 

« = T, 

il y a un seul couple , Vi ) que Ton peut réduire à (i , i). On a 

.; = X-Y, 

et Téquation correspondante est 

d^z 

= O. 

dy 

Si 7i est égal à ii, il y a trois couples (.^23 (•^^î3jK:i)- 

Les fonctions ^2, x^ devront être reliées par une équation du 
second degré que nous sujiposerons ramenée à la forme 

æ\ — ^XyXz = O. 


Les fonctions >'23 devront alors être liées par l’équation 

yl — = «>• 


Si l’on prend comme nouvelles variables x^ y les rapports 
^ et si l’on réduit (n® 341) le couple (^i, ) à l’unité, on obtient, 

en tenant compte des relations quadratiques, les trois nouveaux 


couples 
On a ici 


(i- 0. (-^3 y h 




Les premiers membres des équations auxquelles satisfont les 
solutions Xi et les solutions y/ sont 

On a encore 


A = A' 


. _ O— rP 


L’application de la formule (8) nous donne donc 


I 

X X' 

1 

Y 

7 

dOL 


dOL 

a 


a 
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ou 

(12) 


a(X — Y') 

— — — A — i . 


(i3) 


^—r 

L’équation dont .G| est l’intégrale générale est 
à- îo?:a 2 


ôjc dy üxôy {x — 


Si l’on n’avait pas fait un choix particulier des variables indé- 
pendantes, on aurait obtenu l’équation 


04) 


Ü£l - ^ 


üxdy (Xi — Yi)- ’ 
et l’intégrale générale serait 

X — Y X' Y' 


(i5) 


^1 = O. 


Xi-Y, X\ Y^ 


Passons maintenant au cas où il y a cinq couples. Les expres- 
sions des fonctions y h résultent des formules données au 

n® 376, On aura, si l’on choisit convenablement les variables in- 
dépendantes X el r, 



= 1, 


yi 


J"2 

1! 


r-2 



— 1 ’ 



- 

i-* J 

rs 



11 

V W 

J'Y 

II 

-< 

1 








. 

2 " 

rs 



j3 désignant une fonction de et y une fonction de y. De plus, la 
formule (43) du n'" 375 nous donnera 


hi = (— = (— 0''“*r6-A* 


On aura donc 


a = xyy^^ — Xzy\ -^Xzy^ — J?4jK-2 

= (Y-?)(ï'- 3") - +(PY- Y"P')(r - ^). 


*2 
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L’application de la formule (8) nous donne, tout calcul fait, 




(X - Y)(J- -r ) -- J [ 3' - r- 3'(^ - r )] + [f - 3' - T'O' - ■^)1 


V', 


U 

O — V - 




(•ï*— J) 


L’écriture de cette formule se simplifie si l’on introduit la 
fonction suivante 

(ï6) G = 2(p - Y) - (S'-f- 

On a alors 


( 17 ) 






, i>.X' ^looO ^.rÉ^lüo O 




et Zi satisfait à l’équation 


(18) 


dxdy “ âxùy 


Le calcul détaillé, que nous omettons, révèle un fait intéressant 
et qu’il serait possible d’ établir d’une manière générale. Le déter- 
minant H «_2 est toujours un carré parfait; ou, plutôt, il est de 
la forme 

F(^)G(r)KS 


et le facteur K figure à la première puissance seulement dans les 
dénominateurs des différents termes de 

Si l’on employait les expressions générales sous forme d’inté- 
grales, indiquées au n° 376, des fonctions on pourrait 

écrire la valeur générale de sous une forme où tout serait 
connu; nous nous contenterons ici des exemples que nous venons 
de traiter. 


390. Dans la troisième Partie du Mémoire que nous avons 
cité au n® 343, M, Moutard s’était occupé spécialement des équa- 
tions de la forme 
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<ît il a publié une nouvelle rédaction de cette Partie de ses re- 
cherches dans le XLV*" Cahier du JournaL de i' École Poly- 
technique (^). La méthode de M. Moutard repose sur un beau 
théorème que nous n’avons pas eu à employer dans la solution 
précédente^ nous allons la faire connaître ici d’une manière 
détaillée. 

Désignons, pour plus de netteté, par l’expression 


(■20) 




et supposons que Ton connaisse une solution quelconque o> de 
l’équation 

(2i) §(-,)= J')- 

Cette équation étant identique à son adjointe, le produit 

pourra se mettre sous la forme 


\ùj:ùy 


et, en effet, on a 


\ dx O y } 


{)x ' ày ’ 

d^z ^ d^to 
Oxdy dxdy 

T r) / t); 

( cs> ~ 

2 dx \ Ü] 


écrivons donc l’équation 


<)co N 

ï ô . 

f dz 


‘ i ày^ 

w — 
^ dx 

[ 

dto^. 


V àx 

" dx) 

= 0, 


''"üx)' 


( * ) Moutard, Sur la construction des équations de la forme 


1 _Ë 15 _ 

Z àxôy 




qui admettent une intégrale générale explicite {Journal de V École Poly- 
technique, XLV* Cahier, p. i; 1878). 

D. — IL 10 
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qui est identique à la proposée (si). Elle exprime évidemment 


que 





est une différentielle exacte. On peut donc, à cliaque solation 
associer une fonction O, telle que l’on ait 

<)ft dz difj 

(%‘i) —=tà- 7 "=“! 

^ ^ dx dx ox Oy ôv Oy 


Il est aisé d’éliminer z et de trouver une équation linéaire du 
second ordre définissant la fonction Ô. Les formules précédentes, 
écrites comme il suit 

T ^0 _ ^ __ 

cü- dx dx ’ oi- ùy dy 


montrent, en effet, que l’on aura 

0 / I d(i\ / I 

c>j' \/t >2 dx) ‘ dy) 


ou, en développant, 


(^3) 


d*2f) 

CO 

dx dy 


Or, si Ton pose 


^cü ()0 dio àfi 

dy dx dx dy 

0 = CO. CT, 


O. 


l’équation en g- prend la forme 

(J dx dy ” i''** 

Pour déterminer p., il suffit de remarquer que l’équation en & 
admet la solution particulière 6=1; l’équation en g- doit donc 

admettre la solution — et l’on a 

to 



G- peut s’exprimer en fonction de js par la formule 




LES ÉQUATIONS A INVARIANTS ÉGAUX. 14- 

et, inversement, g peut s’exprimer en fonction de or par la relation 
analogue 


(26) 



à:r 


dæ 


T 




On peut donc énoncer la proposition suivante: 

Si Von connaît une solution particulière to de V équation 


et cqite Von forme V équation nouvelle 



toute solution de Vune des deux équations permettra de déter- 
miner j par une simple quadrature, une solution de Vautre. 
Si donc on connaît V intégrale générale de Vune des deux 
équations, on pourra déterminer V intégrale générale de 
Vautre équation. 

La relation entre les deux équations est évidemment réciproque ; 
si, pour abréger, nous disons que Fou passe de la première à la 
seconde par la solution co, on passera de la seconde à la première 

par la solution - - 


391- On peut rattacher la proposition précédente à la considé- 
ration de certains systèmes du premier ordre qui se présentent 
dans diCFérentes questions de Géométrie. Ces systèmes contenant 
deux fonctions inconnues p elq sont de la forme suivante 


(^ 7 ) 


' dx^ ôy ' 


où A est une fonction donnée. Comme les équations précédentes 
ne changent pas lorsqu’on échange p cX q en remplaçant \ par y ? 

il est clair que, si on sait les intégrer pour une valeur de X, on 
saura aussi le faire pour la valeur inverse de\. Nous allons voir 
que cette simple remarque donne la proposition de M. Moutard. 
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Éliminons en effet p. ^ous aurons L’équation 


üy üx J ôx \ dy J 


qui a ses invariants égaux et se ramène à la forme 
(28) 

si l’on change dans cette équation q en p, À en on aura 




La comparaison de ces résultats établit immédiatement le théo- 
rème énoncé plus haut : De chaque solution de V équation 

on peut, par une simple quadrature^ déduire une solution de 
Véquation 

Sw = S(î)- 


392. Les propositions que nous venons d’établir permettent 
évidemment de déduire de toute équation 

(3o) = \ 

que l’on sait intégrer, une suite illimitée d’équations nouvelles et 
de même forme dont Tintégrale se déterminera par de simples 
quadratures. Donnons en effet aux arbitraires, fonctions ou con- 
stantes, qui entrent dans l’intégrale générale de l’équation précé- 
dente, des valeurs particulières, mais quelconques; et soit le 
résultat obtenu. Nous pourrons, par une simple quadrature, 
obtenir L’intégrale générale de l’équation nouvelle 

(ÎO 

Donnons de même aux arbitraires qui entrent dans cette seconde 
intégrale générale des valeurs particulières, et soit w, la valeur 
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qu elle prend alors. Nous pourrons de même déterminer par de 
nouvelles quadratures l’intégrale générale de Téquation 

'•’*> SW = §(;;;;)■ 

et ainsi de suite. En continuant indéfiniment, on obtiendra tou- 
jours des équations de la forme (3o), dans lesquelles À contiendra 
un nombre de plus en plus grand de constantes ou de fonctions 
arbitraires. 

On peut signaler quelques relations intéressantes entre touLe> 
ces équations. Ecrivons-lcs sous la forme 

et soit io/i la solution par laquelle on passe de Téquation de rang 
/i -h i à l’équation de rang A' -1- a. On aura 

gC"/-! ) ^ v-i, g (^;^) = 



On en déduit 


Xx— Xi_i = — §(“*-! ) = ■ 




et, si l’on ajoute toutes les équations obtenues, on trouvera 

d- 

( 34 ) À/ — X — 2 log(ft) Wi . . . ). 

Si l’on a obtenu, par exemple, avec deux fonctions arbitraires, 
l’expression générale de co, C 0 | contiendra deux fonctions arbitraires 
nouvelles, et ainsi de suite : l’expression de Af contiendra donc, 
en tout, ai fonctions arbitraires. Si l’on a choisi des solutions 
particulières, on sera conduit à des équations nouvelles qui 
ne contiendront pas nécessairement plus d’arbitraires que la pre- 
mière, mais qui seront, en général, d’une forme différente. 
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Nous choisirons comme e:s:emple réquation 


,r-z _ r 

m ( m — I ) 

n( n — iV 

1 

üxüy “ L 




qui comprend comme cas particulier l’équation d’Euler (n“ 346). 

Elle admet la solation particulière 

( 3G ) CO /« ( .r yjK 

Si l’on emploie cette solution, on sera conduit à réquation 
nouvelle 

\ 

qui ne diffère de la précédente que par le changement de m et 7i 
en 7 ? 2 -f- I, /I + I. Si l’on désigne par A(m, /i) l’équation (35), on 
voit que l’intégration de A(/7^ H- i, 4- i) et celle de A(7n, /i) 
sont deux problèmes équivalents. On développera aisément les 
conséquences de cette remarque; il en résulte que l’on peut 
intégrer l’équation A(m, n) toutes les fois que ni et n sont des 
nombres entiers (^). 

393. Revenons au théorème général. Il serait aisé de montrer 
que, si l’on connaît la solution de Riemann, définie au Chapitre IV, 
pour l’équation primitive, on saura déterminer cette solution pour 
chacune des équations suivantes. Mais nous laisserons de côté 
cette question pour nous attacher au problème particulier qui a 


(^) Si Ton pose 

{a: — y)- =11, (x-^-yy=v. 

on obtient pour 0 réquation 
^>0 r)=9 




fXi [ x\m ( i\()o 

ÙLL^ Os?- \ 2/ Ou \ ‘ij ôv 


dont Tinlégrale est 


0==: 




ôs?”- 


[? ( v'^f' H- V^) -^^{\/u — \/v)\ 


lorsque m et n sont entiers positifs. Comme l'équation A( 7 ?i, n) ne change pas 
quand on y remplace ni par i — niy ou n par i — n, on peut toujours supposer 
ni et n positifs. 
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fait l’objet des recherches de M. Moutard, et montrer comment 
Tapplication de la proposition générale fournit un procédé régu- 
lier qui permet de former toutes les équations de la forme con- 
sidérée pour lesquelles l’intégrale sera donnée par la méthode de 
Laplace. 

Nous établirons d’abord la proposition préliminaire suivante, 
qui nous sera d’ailleurs utile dans d’autres recherches. 

Etant données les expressions 

^0 - AX -- Al X' -f- . . . A/:X^^J, 

= BX Bi X' -T- ... H- B/, Xî^^J, 

O « A, B, A, 5 B, , ... désignent des fonctions déterminées de x et 
de y et X une fonction arbitraire de si V expression 

^*0 dx H- dy 

est une différentielle exacte pour toutes les formes possibles 
de la fonction arbitraires^ on pourra toujours, par des opé- 
rations purement algébriques, mettre V intégrale 

SOUS Vune ou Vautre des formes suwantes : 

Xi-- GiX; H- GoX" -4-. . 

GiXi -4- GjXi-i-. ..-r- Ga.X\^'-^''- 4- const-, 

X| désignant une nouvelle fonction arbitraire qui, dans la 
seconde forme, peut être prise égale à X. 

En effet, on peut toujours, en effectuant des intégrations par 
parties, ramener Wo à la forme 

vFo= 4 - [DX + DiX'-H. . Di.iX'*-*)] + £iX, 


Q ayant la valeur suivante 


<2 == A 




Si donc on considère la différence 


Ç - DX - DiX'-. . .- DA-_iXt^-i> = C, 



1 'y). 
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on a ara 




étant ordonné, comme U',, par rapport aux dérivées de la 
1 onction arbitraire. Le second membre étant encore une diffé- 
rentielle exacte, on devra avoir 

ûjc 0 } ' 

Cette équation ne peut être vérifiée que si est identiquement 
nul : si^r2 contenait, en effet, un seul terme en X ou en X\ la 

différentiation par rapport à x introduirait dans au moins une 

dérivée de X5 et le premier membre de l’égalité précédente ne 
pourrait être égal au second pour toutes les formes possibles de la 
fonction arbitraire. On a donc nécessairement 




àQ 


o; 


Q dépend donc seulement de la variable æ?; si û est nulle, on a 
t = DX -- DiX'-f-. . .-f- Dx:-i 4- const. ; 


C'est la seconde des formes signalées dans l’énoncé. Si Q n’est 
pas nulle, elle dépendra seulement de on aura 


r=y* QXdx, 

Ç = DX~DtX'--...--DA-iX«-«+ J üXda:. 
Si l’on pose 


ûX = Xi, 


X , désignant une nouvelle fonction arbitraire, s prendra la forme 


r=:Xi4-D 



O 



Da^ 




'(§) 


qui est la première indiquée dans l’énoncé. 

La proposition énoncée se trouve ainsi entièrement établie j elle 
s’étend évidemment au cas où et seraient des fonctions 
linéaires d’une fonction arbitraire Y de jr et des dérivées de cette 
fonction, ou même contiendraient simultanément deux fonctions 
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cirbitraîres X, 1. de îc et de y et leurs dérivées jusqu’à un ordre 
déterminé. 


394. Soit maintenant 
(3;) = X 

une équation dont on puisse obtenir rinté^rale générale sans 
aucun signe de quadrature. Écrivons cette intégrale 

^ ^3= M X -î- Ml X' . -f- M/,_i -4 _XY--NiV-4-,..^ X^._ j . 

Pour abréger, nous désignerons par les polynômes 

linéaires suivants : 


/l(ît 1 = Mji -r- 

ojr 

if 

fi(ii) = Nu 

Oy 

li 

T 


on aura ainsi 


( 38 ) 




Introduisons les polynômes gi{u), g'i{u)^ adjoints respective- 
ment à /i {u)^ f^y( II), Ils donneront naissance à des identités de la 
forme 


(3i)) 




r fi ( li ) — U V ) = “ ( U, V ), 


où et Bo sont les fonctions bilinéaires de a, r et de leurs dé- 
rivées qui ont été définies au Chapitre précédent. Ces notations 
étant admises, donnons, dans la solution générale z-j des formes 
particulières X| , Yi à X et à Y; nous aurons une solution parti- 
culière 


( 4o ) =fii ^i) '^/2 ( ^ i) ; 


et nous savons que la fonction a- définie par l’égalité 
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sera Tintégrale générale de l’équation 

Pour calculer t nous remplacerons successivement par ses 
deux parties 

M3) ^2=y2(Y). 

Soient T|, -To les deux parties correspondantes de cr; on aura 

(44) (J = STi -î- îr2 


OJ^l = ^ I { Zi — clx 4- w — 

J \ Ox ày 




Dans la première des identités (Sg), substituons X à w et à 
V. elle prendra la forme 


<)ü) „ d ^ 

et donnera une expression de Zi ^ que l’on peut substituer dans 
l’expression de cr,. On a ainsi 


fJTi = to :Si — 2 




dx w dy , 

) 


ou, en intégrant partiellement, 

La quadrature qui figure dans cette formule est de celles aux- 
quelles s’applique la proposition précédente. Le coefficient de da: 
et celui de dy j sont ordonnés suivant les dérivées de la fonction 
arbitraire comme celui de dæ ne contient que X, il faut, 
d’après la remarque même qui constitue le point fondamental de 
la démonstration du numéro précédent, que l’on ait 

d / d(jy\ 
ôy ôy ^ ôx) 
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et que^, dépende de la seule variable x. On vérifie aisément 

l’égalité précédente. Comme le premier membre y est ordonné 
suivant les dérivées de la fonction arbitraire X, il suffit de montrer 
que sa dérivée par rapport à æ est nulle. Cette dérivée a pour 
expression 

d-zi Ooù dzi / difi\ 

W -r ; — —1— — fil ( ) 

i)x Oy Ox Oy Oydx \ ' O x ] 

_ <)w t)z^ r <)(jü ^ ^ 

ôxôy ' dx ôy ày üx ~ ^ OxOy dx Oy 

On a donc, en définitive, 

(47) «^ 1 = <o/i(X) - ?.B. (x, g) - (g) dx. 


et l’on trouverait de meme, en échangeant x et y, 

(48) ojü, == — &)/, (Y) + aBj -4- 2 dj. 


( 49 ) 


L’expression définitive de cr sera donnée par la formule 
j «,î = «,/,(X)-a,/,(Y)-2B,(x, g)-2B,(Y, g) 

! “ (S) * (ë) 


et il suffira de remplacer X et \ respectivement par 



pour obtenir une expression de a- débarrassée de tout signe de 
quadrature. On pourrait objecter que seront 

toujours nuis; mais on reconnaîtra aisément, en prenant le coef- 
ficient de la plus haute dérivée de X, dans cette ex- 

pression, ainsi que 
On a évidemment 



^ j J ne peut être nulle dans le cas général. 
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Le second terme est ordonné suivant les dérivées de la fonction 
arbitraire ; le premier membre dépendrait certainement de y 
si toutes ces dérivées ne disparaissaient pas. Il faut donc que I on 
ait identiquement 

^ * V 

et de même 



-\ / 


O- 


II serait aisé de vérifier toutes ces identités en s’appuyant sur 
notre première solution et sur les formules que nous avons 
données au n” 387. Elles permettent évidemment de simpliGer les 
calculs et nous donnent 


(5(>) 







)■ 


Si l’on pose, pour abréger. 


(5i) 


r , fàf,(u)\ 


il faudra, dans l’expression de cotr, remplacer X et Y respective- 
ment par 


et l’on obtiendra l’expression définitive 


( 52 ) 


qui est de rang A’ + 1 au plus par rapport k ûc el k y. Remarquons 
que cette dernière transformation de l’expression g- suppose essen- 
tiellement les fonctions 0 |(X|) et cp 2 (Y^) différentes de zéro. 
Ces fonctions pourront devenir nulles pour certaines valeurs par- 
ticulières de et de Y^ ; nous aurons à examiner plus loin cette 
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hypollièse; mais nous allons auparavant indiquer les applications 
des l'ésultats pi'éccdcnts. 

39o. Prenons comme point de départ Téquation 


On aura ici 


d,V ùjr 
3 = X -Y, 

fïiff) if, — 

I>i ( w, i' ) O, ti, e ) _ O, 

-, ( a) ^ /t, IL. 

L'application de la formule ( iq) donnera donc 
c 53) . V -H Y _ j XX' dx ~ J YY', dy. 

Remplaçons X par ^5 Y par^r» nous aurons 

Aj V i 


X-Y 

Xi-vr 


X' 

X' Y', 

et G- satisfera à l’équation 




Pour continuer les calculs, supposons que l’on ait choisi comme 
nouvelles variables a: et y les fonctions et Y^. L’expression 
de Z deviendra 

— r 

Prenons pour valeur de la solution o> 


(/ifi) 


(^>7) 




P- 


^ — y 


P désignant une fonction de jc et y une fonction de y. 
On aura ici 


u' — 

Bi{a, v) ~ tiv. 


x — y 

9. IL 

7 

X — y 


ii'- 


= — u' -- 
v) UQ, 


y — x 
9. U 

y — x^ 
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L’application de la formule (49) donnera donc 


c;=:X^ — 


aX 

X — y 



9.x ^)w 
(O dx 


w / ‘ ojJ 


O Y f)LÙ 

Lù ô y 


si l’on introduit la fonction 

0 — i 3 i(y — X) 


X^ _ Y' , . 

et si l’oii remplace X par Y par on retrouvera l’expression 

de f intégrale générale 



o.X'aio.iïO 
" 3 ^ dx ■ 


9 d Io"0 
y '" dy 


|(X — Y)(a?— J), 


déjà donnée au n“ 389. L’application de la formule (34) montre 
que v satisfera à l’équation 


(5<)> 




^ dxdy ’ 


tous ces résultats sont en parfait accord avec ceux que nous avons 
déjà obtenus. 

396. L’application de la méthode peut encore se poursuivre. 
Les deux exemples que nous venons de traiter nous permettent de 
reconnaître qu’elle conduit aux équations les plus générales pour 
lesquelles l’intégrale générale est de rang 2 ou 3. Mais donnera- 
t-elle toutes les équations dont la méthode de Laplace peut fournir 
l’intégrale générale? Ce point n’est nullement évident, et M. Mou- 
tard n’y a peut-être pas assez insisté. On peut faire disparaître 
toute difficulté à l’aide des remarques suivantes, qui nous donne- 
ront d’ailleurs des indications utiles sur le passage de chaque 
équation à la suivante. 

Nous prenons comme point de départ la valeur générale de x: 
donnée par la formule (38), et nous supposerons que cette expres- 
sion soit effectivement de rang soit par rapport à soit par rap- 
port ky. Il résulte, en effet, des développements donnés au n" 387 
que l’intégrale générale d’une équation à invariants égaux est néces- 
sairement du même rang par rapport aux deux variables indépen- 
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dantes. L’expression de ^ sera formée avec 2/1 — i couples 
(•^■•25^2)7 7 y2A-_i); c’est-à-dire qu’elle s’annu- 

lera quand on y remplacei'a X par œ/, et Y par h prenant les 
valeurs 1,2, 2/1 — i. Par suite, si l’on remplace dans l’ex- 

pression de 02 les fonctions Xi et Y, par et to s’annulera 
idenliquenient, ainsi que toutes ses dérivées. On aura donc néces- 
sairement 

On voit que l’équation linéaire 



dont les coefficients sont fonctions de œ (n® 394 ), admet les solu- 
tions particulières Xi, Xj, . . - , æ*2A_i (*)• 

On peut énoncer évidemment la même propriété pour le polj'- 
nome ©«(w), qui s’annule quand on y remplace u parj^iyV^y - - - ? 
J 2 A— 1- 

Admettons d’abord que les deux fonctions X| et Y| , qui entrent 
dans l’expression de (o, ne vérifient aucune des équations 

«?i(Xi) = o, cp2(Yi) = o. 

Alors la formule (02) présentera <7 sous la forme d’une expres- 
sion de rang; au plus égal à A* -f- 1 , soit par rapport à x, soit par 
rapport à Nous allons montrer que o- est effectivement de rang 
égal à A -f- 1 . 

La valeur de ^ s’annule, par hvpotlièse, lorsqu’on y remplace X 
par xjk, Y par Si l’on tient compte du cliangement de notation 
par lequel on passe de la formule ( 49 ) ^ formule (Sa), on 
pourra conclure que la valeur de oxr donnée par cette dernière 


(*) D*après uac des propositions énoncées à la fin du Chapitre V, on reconnaît 
immédiatement que le polynôme 9^(24), défini par cette égalité 



est égal et de signe contraire à son adjoint. Ce résultat, que nous relrouvei'ons 
plus loin sous une autre forme, confirme ceux que nous a fournis notre première 
solution. 
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formule s’annule quand on y remplace X et \ respecLiveinent pax' 
f ru ( X, ) dx, I y h s. ( Y i ) dy, 

pourvu que l'on détermine convenablement V une des deux 
constantes que Von peut toujours ajouter à ces intégrales. 

Les dérivées de s’annulent encore lorsqu’on remplace dans 
la formule (49) X par X, et Y par Y,, ce qui donne z — ou 
lorsqu’on remplace dans la formule (02) X et Y par 

|Xi \i j dx, I Vi '?2 (Yi) dy; 

cr s’annulera donc encore si l’on choisit des déterminations conve- 
nables de ces deux intégrales. 

On reconnaît enfin, à la simple inspection de la formule (02), 
que rr s’annule aussi lorsqu’on y remplace X et par i . 

Nous obtenons ainsi 2À* -{- i couples pour lesquels s’annule la 
valeur de o-j et, dans ces couples, les fonctions de chaque groupe 
sont linéairement indépendantes; car, s’il y avait une relation 
linéaire entre les fonctions 

r, ^Xi5i(Xi)d^, .... dx^ 

par exemple, il y en aurait une aussi entre leurs dérivées; ce qui 
est impossible tant que X| ne satisfait pas à l’équation 

?l(^l) = O, 

et n’est pas, par conséquent, une combinaison linéaire des fonc- 
tions X\ , *3^23 “ ” • J l * 

L’expression de cucr, admettant i couples pour lesquels les 

fonctions de chaque groupe sont linéairement indépendantes, est 
donc nécessairement (n®® 340 à 343 ) d’un rang égal à A'-i- i. 

Il est ainsi établi que l’application de la méthode conduit géné- 
ralement d’une solution z à une solution a- de rang immédiatement 
supérieur. Mais là n’est pas le point essentiel de la démonstration : 
il faut établir, au contraire, que l’on peut aussi, en choisissant 
convenablement la solution <0, passer de la solution z à une solu- 
tion de rang inférieur. Nous allons montrer qu’il suffira, pour ob- 
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tenir ce résultat, de prendre, pour les fouctions Xj et Y, qui 
entrent dans l’expression de co, des solations convenablement 
choisies des équations 

= O, Ç>2( Vi j = O. 


Supposons d’abord que l’on ait seulement 


c’est-à-dire 


9i(Yi) = o, 

• - H- ^2/.- iJ'H'—l J 


A, , . . )w 4 _i désignant des constantes. On pourra, en remarquant 
que CO ne change pas si l’on y remplace X,, respectivement 

Xi ^2À-— lï 

\ l - - Aiji — . . 


réduire \ | à zéro. Supposons donc 

demeurant encore tout à fait arbitraire. Si l’on fait, dans la 
formule (^q), 

X = Xi, Y = O, 


c’est-à-dire i; = co, la fonction oior devra se réduire à une con- 
stante. On aura donc 

co/i(Xi) — -aBi ^Xi, ^ ~ const. 

ou encore 

— (^i> -2yXiÇi(Xi)cte = const. 


Cette équation, où X^ désigne une fonction arbitraire de 
sufQrait seule à établir que la fonction '^|(X<) est égale et de 
signe contraire à son adjointe : elle exprime en effet que cette 
fonction devient une dérivée exacte quand on la multiplie par Xi- 
L’expression 


X r rt 


est l’intégrale du second degré considérée au n** 373- 

Choisissons maintenant pour X| une solution particulière de 
D. — II. Il 



16-2 


LIVRE IV. — CH AP. VII. 


Téqualion 




qui annule en même temps V intégrale du second degré. Nous 
avons vu au n" 374 que les solutions de ce genre peuvent être 
réelles. Alors la partie o-, de <r qui dépend exclusivement de X sc 
réduira, d’après la formule ( 47 ), à (') 






et, comme elle s’annule pour X^Xi, ou pourra y remplacer X 
par 

Xi S^dx, 


sans introduire aucun signe de quadrature. Après cette substitu- 
tion, elle ne contiendra plus les dérivées de X que jusqu’à l’ordre 
k — 3. L’intégrale sera donc de rang k — i au plus par rapport 
à ou par rapport à puisque son rang est nécessairement le 
même par rapport aux. deux variables. Elle ne saurait être de rang 
inférieur, puisque, dans l’opération inverse par laquelle on passe 
de G- à le rang ne peut s’élever, nous l’avons vu, de plus d’une 
unité. 

En résumé, l’application de la méthode conduit généralement 
d’une solution d’un certain rang à une solution de rang immédia- 


(*) En. toute rigueur, il faudrait ajouter à cette expression —5 G désignant la 

(i) 

constante arbitraire introduite par Tintégration. Mais, si une équation linéaire, 
intégrable par la méthode de La place, admet la solution générale 

5 = AX-I- . .-h B^YC»*) h- 0, 

0 étant une fonction déterminée quelconque, on peut toujours supprimer 0 sans 
diminuer la généralité de la solution. En effet, si Ton fait X — o, Y = o, on a 5 = 0, 
et, par suite, 6 est une solution particulière. Soient alors X, et Y, les valeurs de 
X et de Y qui donnent pour .s la solution particulière 2 0. En remplaçant X par 
X — X,, Y par Y — Y„ on fera disparaître le terme en 0 ; et il restera simplement 

.s = AX -f-. . A^XC»») -t- BY 4- B, Y' 4 -. . -H- B^Y(«). 

Celte expression a le même degré de généralité que la précédente. 
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tenient supcrieur^ mais elle peut conduire aussi à une solulion de 
rang inférieur (*). 

Puisqu’il est toujours possible d’abaisser le rang d’une unité, on 
pourra, après k — i opérations, passer de toute équation admettant 
une solution générale de rang k à l’équation 

_ 

dx dy 

qui est la seule dont la solution générale soit de rang i. Les opé-- 
rations inverses permettront de passer de cette équation à toutes 
celles dont l’intégration peut être obtenue par la méthode de 
Laplace. 


(>) On reconnaît aisément que Ton peut aussi choisir la solution w de telle 
manière que le rang demeure Je môme dans le passage de l’équation à celle qui 
lui succède. 
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CHAPITRE VIIL 

LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES LES UNES PAR LES AUTRES. 

Défîaitioa des expressions (tw, n). — Transformation que subit une telle expres- 
sion quand on applique la méthode de Laplace. — Une expression {m, n) est 
définie, en général, à un facteur près, par la condition de s’annuler quand on y 
remplace z par m-{-n solutions particulières de l’équation proposée. — Dis- 
cussion des cas exceptionnels dans lesquels cette proposition se trouve en dé- 
faut. — Détermination de toutes les expressions (m, n) qui satisfont à une 
équation linéaire du second ordre. — La méthode de Laplace est comprise 
comme cas limite dans celles qui résultent de l’emploi des expressions {m, ti) 
les plus générales. — Recherche de la fonction la plus générale satisfaisant à 
une équation du second ordre et définie par la quadrature j dx -f- Q dy^ 
où P et Q sont des fonctions linéaires de z et de ses dérivées. — Application 
au cas où P et O contiennent les dérivées jusqu’au premier ordre seulement. 
Extension au cas de deux variables des propriétés des systèmes adjoints. — 
L’intégration de l’une [quelconque des deux équations, ponctuelle ou tangen- 
tielle, relatives à un système conjugué tracé sur une surface quelconque se ra- 
mène à celle de l’autre. 


397. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d’indiquer 
quelques propositions générales qui permettent de rattacher à 
toute équation linéaire du second ordre une série d’équations de 
même forme et de même ordre, que l’on saura intégrer en même 
temps que celle dont elles dérivent. 

Etant donnée une intégrale quelconque ^ de l’équation aux dé- 
rivées partielles 


(1) 


iT-z àz , àz 

- — i \-a-~ -\-b ~ -hcz = o, 

ôx a y ôx ây 


cette équation permettra, nous l’avons déjà remarqué, de calculer 
toutes les dérivées de ^ prises à la fois par rapport k O! et à y en 
fonction des dérivées prises par rapport à ou par rapport à y 
seulement. 

On est ainsi conduit à des relations de la forme suivante : 




:M^-hPl 


àx 


d^z 




àz 




n 
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Un calcul facile donne les valeurs de et de Q„. Si l'on sup- 
pose m et n dilïérents de zéro, on trouve 


P _ _ g rfy -fa f/y 


Pjn et Qrt ne sont pas nuis, en général, mais ils peuvent le devenir, 
ainsi que quelques-uns des autres coefficients, dans certains cas 
particuliers. C’est ainsi que, lorsque est égal à zéro, les dérivées 
de;> par rapport à x disparaîtront de la formule, si l’on a 
et n’y figureront que jusqu’à l’ordre m — /z, si m est supérieur 
à n. 

Si l’on combine linéairement, en les multipliant par des fonc- 
tions quelconques de x et de y, l’intégrale et ses dérivées suc- 
cessives jusqu’à un ordre déterminé, on pourra toujours, par 
l’application de la formule précédente, ramener la fonction linéaire 
de Z et do ses dérivées ainsi obtenue à la forme 


mz-\- 



• -H P //t 


dz ù'^z 


dans laquelle ne figurent que des dérivées prises par rapport à 
une seule des variables indépendantes. Nous désignerons, pour 
abréger, par la notation (/«, n) une expression de ce genre ou, 
plus exactement, pour comprendre le cas où les coefficients 
deviendraient nuis, une expression qui contiendra les dérivées 
de Z par rapport à x au plus jusqu’à l’ordre m,. et les dérivées 
de par rapport à au plus jusqu’à l’ordre n. Par exemple, la 


dérivée est une expression (m, «). La dérivée par i^apport 

d æ d’une expression (/u, n) est une expression (nt-f-i, n) et la 
dérivée par rapport à y une expression (m, -H- 1). 

On aperçoit aisément les transformations que subit une expres- 
sion (m, n) quand on applique la méthode de Laplace. Imaginons, 
par exemple, que l’on emploie la substitution par laquelle on 
passe de (E) à (E| ), celle qui est définie par les formules 
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données au n° 33 D. L’emploi de la première de ces formules 
permet d’éliminer les dérivées de js par rapport à y et de les rem- 
placer par les dérivées de se rapportant à la même variable, 
mais prises jusqu’à Tordre n — i seulement. La seconde formule 
permet ensuite de remplacer z et ses dérivées par rapport à x par 
les dérivées analogues de mais prises jusqu’à Tordre in i . 
Ainsi une expression (77^, n) relative à l’équation (E) se transforme 
en une expression {m -h i, — i) formée avec la solution corres- 
pondante de Téquation (E, ); et, inversement, on démontrerait de 
même que toute expression — i) relative à (Ei) se 

transforme en une expression (777, 77), relative à (E). On peut 
donc conclure que l’expression (777, n) la plus générale formée 
avec une solution de (E) admet pour transformée l’expression 
(777-1-1,77 — i) la plus générale relative à (E^) et, par suite, 
l’expression n — 7) la plus générale formée avec la solution 

correspondante de l’équation d’indice positif (E/), au moins tant 
que i sera inférieur ou égal à n. Si Ton suppose 7 = 77, on 
obtiendra une expression de la forme 








qui ne contiendra que les dérivées prises par rapport à la seule 
variable x. Si Ton continuait à appliquer la méthode de Laplace, 
on serait conduit à des expressions (777 + « -f- A', o); elles seraient 
de même forme, mais ne seraient pas les plus générales de leur 
délînilion. Nous supposerons donc que Ton s’arrête à (E„). 

Si Ton emploie de même la deuxième substitution de Laplace, 
on reconnaîtra que l’expression (777, 77) la plus générale admet pour 
transformée Texpression (777 — y, Ti-f- j) relative à Téquation (E_j), 
qui sera aussi la plus générale tant que J sera inférieur à /77 -f- 1 . 
En résumé, i étant positif ou négatif, Texpression (777, 77) la plus 
générale formée avec une solution quelconque de (E) a pour 
transformée Texpression (777-4-7, ^ — 0 générale formée 

avec la solution correspondante de (E7), tant que Ton attribue à 
l’entier i les valeurs 


— fn, — m-hi^ O, I, .... n. 


398 . Une expression (777, n) contient z/iH-tî 4 -i coefficients, 



167 


LA IIKSOLÜTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, ETC. 

M, P/, Qa-, qui sont des fonctions arbitraires de ^ et de y. Elle 
sera donc déterminée à un facteur près, au moins en général, si on 
l’assujettit à s’annuler lorsqu’on y remplace z par m -j- n solutions 
particulières 

de l’équation proposée. Si, pour abréger, on pose 
( 3 ) m~\-n = pj 


son expression sous forme de déterminant est alors 


(4) (?n, n) = AJ 




ôz 

Z 

Ox 

0^^ 

dz^ 


0.r 

Oxf>^ 

ÔZ 2 

0'» z.> 

Or; 



... 

Ojo 


à Z d'^ z 

ôv * “ 

Ù^^Zi 

f)yiL 

ÙZ.» ^‘^^2 

'W ’ ' * 

Ozp d^^Zp 

Oy ' 


Il peut cependant arriver qu’une expression (m, n) ne soit pas 
déterminée par les conditions que nous venons d’énoncer : c’est 
ce qui aura lieu si les mineurs qui sont, dans l’expression précé- 
dente, les coefficients de z et de ses dérivées sont tous égaux à 
zéro. On peut définir d’une manière précise ces cas exceptionnels 
dans lesquels l’expression précédente devient illusoire. 

Désignons par la notation (//?, n)/ le résultat de la substitution 
de Zi a Z dans une expression (m, /i). Si l’expression doit s’an- 
nuler, comme nous le supposons, pour les valeurs déjà indiquées 
de Z, on aura les équations de condition 

( wî, n)i — O, (m, n)i = 0 , . . . , ( m, n)p — o, 


auxquelles devront satisfaire les coefficients inconnus de la fonc- 
tion (m, n). La première ne sera pas vérifiée d’cllc-mêmc tant que 
jSi sera différent de zéro; la seconde ne sera pas, en général, une 
conséquence de la première; mais, en poursuivant, on arrivera 
nécessairement, si le système précédent est indéterminé, à une 
équation qui sera la conséquence de celles qui la précèdent. Cette 
équation, dont nous désignerons le rang par A, s’obtiendra néces- 



i68 


LIVRE IV. 


CH A P. VI II. 


sairement par une combinaison linéaire des équations précédentes. 
On aura donc l’identité 

(5) m. n)i-^ . .-f- XjJjn, n)/i = o, 

applicable à toute fonction (772, n). D’après la manière même dont 
on l’obtient, il est évident qu’i/ n‘jr aura aucune autre relation 
linéaire de même forme entre les quantités (/?z, 7^)^, 

( 772 , n)h- 

Gela posé, appliquons la transformation de Laplace, en passant 
de (E) à l’équation (E,^). L’identité (5) se transformera dans la 
suivante 

< 6) Ai(/?i -T- 72, 0)1 ~ n, O . .-I- À/i( m -i- /i, o)/^ = o, 

qui se rapporte à la nouvelle équation, mais qui ne contient plus 
que les dérivées de l’intégrale par rapport à la seule variable x. 
Si l’on substitue successivement à (77Z4-7Z, o) les fonctions s, 

^ Zy en nombre nécessairement supérieur à A, on obtient 

un système qui se présente dans la théorie des équations linéaires 
à une seule variable indépendante; et l’on reconnaît immédiate- 
ment que les rapports mutuels des quantités 7^, lo, doivent 

être constants lorsque x varie, c’est-à-dire ne peuvent dépendre 
que de la variable y. En passant de même de (E) à (E_to) et en 
répétant le raisonnement précédent, on reconnaîtra de même que 
les rapports mutuels de , 7x2, . . . , ne peuvent dépendre de j'. Ces 
rapports sont donc constants; et, par suite, les solutions 
--'î -'Â ïie sont pas linéairement indépendantes. Ainsi : 

Dans le cas oit La suite de Laplace relatis?e à Véqiiation 
proposée (E) s^ étend au moins depuis V équation (E-m) jusqiûà 
C équation (Ey^), une expression (m, 7i) est toujours définie à 
un facteur près par la condition de s^ annuler lorsqiûon y 
remplace z par m 4- n solutions particulières de V équation, 
pourvu que ces solutions soient linéairement indépendantes (M. 

(’) On peut aussi discuter très simplement le cas où la suite de Laplace se 
termine entre (E_^) et (E^). Supposons d^abord qu'elle se termine d'un seul 
côté, à Téqualion (E^) par exemple, i étant positif et inférieur à n. On recon- 
naîtra, comme on Ta fait dans le texte, que les rapports mutuels de\, 
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399. Après cette discussion, revenons au cas général et sup- 
posons que les solutions 


aient été choisies de telle manière qu’une expression (7?2, n) soit 
définie, à un facteur près, par la condition de s’annuler quand on 


ne peuvent dépendre de y et sont, par conséquent, des fonctions de la seule va- 
riable a?. Si l’on applique maintenant la relation (5) à l’équation (E^), elle prend 
la forme 

(a) \ ( m. ï, n — z- . . --h \ ( z/n- z, n — z),, = o. 

L’intégrale générale de (E^) a été donnée au n" 333; elle est de la forme 

f Varfrj, 

a et 3 étant des fonctions déterminées de sa et àc y. Comme n — i est au moins 
égal à r, on peut prendre d’abord, pour l’expression (m+z‘, n — i) qui figure 
dans l’identité précédente, la fonction 



On aura alors 

( ^ ) \ >'1 H- \yii -1- - - - H- 

y ri y -il ’‘-i yj, désignant les valeurs que prend la fonction arbitraire Y pour les 
solutions particulières z^, z„, On peut supposer que les coefficients 

\i -••ï '^'h soient linéairement indépendants. S’il en était autrement, on les ex- 
primerait tous en fonction d’un certain nombre d’entre eux; et l’identité (5) sc 
transformerait en une identité analogue où h serait remplacé par un nombre plus 
petit h' et .les solutions z^, ..., Zj^ par des combinaisons linéaires de ces so- 
lutions. 

Supposons donc "X,, linéairement indépendants; l’identité (ù) nous 

donne alors 

(c) = 

car, s’il en était autrement, il suffirait d’attribuer à y une valeur particulière 
quelconque pour obtenir une relation linéaire entre X,, . . . , X,^. 

Soient maintenant les valeurs que prend la fonction arbi- 

traire X pour les diverses solutions particulières. Eu substituant dans l’éga- 
lité (a) les diverses fonctions 

îM. 


(A'= O, I, 2 , ..., m-4-z), 
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y remplace par Tune qaelconque de ces solutions. Soit 


(7) 


0 



.H- B/;i 


'dx»^ 



Cn. 


ypi 


le résultat obtenu. Nous allons, en répétant le raisonnement du 
n® 340, montrer que 9 satisfait à une équation linéaire du second 
ordre. Si Ton dilférentie, en effet, la formule précédente succes- 
sivement par rapport à .r et par rapport à y, on obtient des ex- 
pressions des dérivées premières qui sont de la forme 


( 8 ) 


dx ~ " 



^W4-I - 

ày“^' 


-h (m, n), 
-i- (m, n). 


on obtient des relations de la forme 

(d) \ x{^"‘ -f- . . . -i- = o- 

Si les fonctions ne sont pas linéairement indépendantes, il en 

est de même, évidemment, des solations s,, de l’équation primitive (E ). 

Si les fonctions a;,, sont linéairement indépendantes, les équations précé- 

dentes, qui déterminent, par hj'potlièse, les rapports mutuels de X,, 
donnent, comme on sait, des valeurs constantes pour ces rapports tant que l’on 
n’a pas 

A > m 1 . 

Ainsi, dans le cas où la suite de Laplace se termine entre (E_^) et (E^), 
et d'un seul côte\ par exemple à V équation ( E^-), V expression (wi, /i) ne cessera 

d'être déterminée par les conditions énoncées que si les solutions , Zj^, 

ne sont pas linéairement indépendantes, ou s'il y a plus de m~hi~{-i solu- 
tions Z/^ se déduisant de cette partie de la solution générale qui est de la 
forme 

AX A, X’ H- . . . A.XCO, 

par l'attribution de valeurs particulières quelconques à la fonction arbi- 
traire X. 

Dans le cas où la suite de Laplace se termine dans les deux sens entre (E_„i) 
et (E^), il est inutile de recommencer la discussion. Car alors soient (E_y), (E^.) 
les équations auxquelles se termine la suite. Si Fon désigne par X et Y les fonc- 
tions arbitraires qui entrent dans l’intégrale générale, par yf) les couples 
pour lesquels s’annule cette intégrale et par (arjj., yjj.) le système des valeurs 
particulières qu’il faut attribuer à X et à Y pour obtenir la solation 5 *, une ex- 
pression (m, rt) contiendra les dérivées de X jusqu’à l’ordre i~{~ m, celles de Y 
jusqu’à l’ordre j -h n. Les conditions pour lesquelles nous l’avons définie l’assu- 
jettissent simplement à s’annuler quand on y remplace le couple (X, Y) par les 
couples et {x'j., au nombre total de 

m — n -f- i —J— J H— I. 

L’étude détaillée de l’expression obtenue et des cas dans lesquels elle s’annule 
a été donnée au n"»* 341 et 342. 
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Un calcul facile donne ensuite (*) 


( 9 ) 


dxdy 





) 





-6C„ 


) 


t)nA-l - 

àÿ^ 


-h (/;z, n). 


En combinant ces trois formules, on sera conduit à une expres- 
sion de la forme 


(10) 


^^0 / \ c )0 

dx Oy \ ùy ) dæ 




dO 

oÿ = ^ 


Or, si Ton remplace i; par Tune quelconque des solutions 5 /, la 
fonction 0 s’annule ainsi que toutes ses dérivées. Le second 
membre de l’équation précédente s’annulera donc quand on y 
remplacera J? par zi] et, comme une expression (/??, n) est définie 
à un facteur près, d’après l’hypothèse, par ces conditions, ce 
second membre sera nécessairement proportionnel à 0. Si l’on 
désigne par — y le facteur de proportionnalité, on A^oit que l’on 
aura 



0 satisfera donc bien, comme nous l’avons annoncé, à une équation 
linéaire du second ordre, dont elle sera évidemment l’intégrale 
générale. 

Imaginons, par exemple, que l’on parte de l’équation 

_ 

üx ôy 

On aura alors 

Zi — Xi -x-yi'j ^ = X H- Y, 

et le déterminant (4) se réduira au suivant 


Xh-Y 

X' 

. . . X'"'’ 

Y' 

yU) 


x\ 


y'i 

... A"' 


x' 

^im) 

... m4yp 

yp 

y/’ 


(*) Ces formules doivent subir des modifications que le lecteur trouvera aisé- 
ment lorsqu’un des nombres m ou n est égal à zéro. 
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Par l’addition d’une colonne, on peut le transformer ainsi 


X 

Y 

X' 

^(w) 

Y 


— l 

1 

0 

... 0 

0 

0 

^1 

ri 


... 

y\ 

• •• ji"' 

iÜ P 

yp 


... 

fp 

ri."’ 


on retrouve, avec une très légère différence de notation, les ex- 
pressions que nous avons étudiées au Chapitre II et qui sont les 
intégrales générales des équations pour lesquelles la suite de La- 
place se compose d’un nombre limité d’équations; elles dérivent 
toutes, comme on voit, de l’équation élémentaire 

__ 

da? dy ~~ 

par une simple application de la proposition générale que nous 
venons d’établir relativement à une équation linéaire quelconque. 


400. Cette proposition générale définit certains cas dans les- 
quels une expression (m, /^) satisfait à une équation aux dérivées 
partielles du second ordre 5 nous allons nous proposer maintenant 
de déterminer toutes les fonctions (nz, n) jouissant de la même 
propriété. 

Soit 


(12) 



.-î-B 





■î- G/i 


d'^js 

dyrt 


une expression (/zz, n) que nous supposerons d’abord tout à fait 
quelconque. Si l’on calcule les dérivées de 6 jusqu’à un ordre 

quelconque p, on obtiendra en tout équations. On 

peut éliminer, au moyen de l’équation aux dérivées partielles, 
toutes les dérivées prises à la fois par rapport à ^ et à il res- 
tera donc seulement, dans les expressions des dérivées de 6 , 
m -i- n-i- 2 p dérivées de soit, en comprenant 


m n np -h I 

quantités. Ce nombre finit toujours par être inférieur à celui des 
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dérivées de 9; T élimina lion de -s et de ses dérivées coaduira donc 
à une ou plusieurs relations entre 9 et ses dérivées, c’est-à-dire à 
une ou plusieurs équations aux dérivées partielles pour 6, qui 
seront, en général, d’ordre supérieur au second. 

Si l’on connaît une fonction 0 satisfaisant à toutes ces équations, 
on pourra déterminer et ses dérivées en fonction de 6, sans 
aucune intégration. 

Ces conclusions ne s’appliquent évidemment qu’à l’hypothèse la 
plus générale; elles sont complètement modifiées, nous allons le 
voir, si 6 satisfait à une équation aux dérivées partielles du second 

ordre. Il faut alors retrancher des — ^ équations qui 

pourraient, lorsque 9 est connu, déterminer et ses *ip 

dérivées, toutes celles que l’on obtient en prenant l’équation du 
second ordre à laquelle satisfait 6 et lui adjoignant toutes ses dé- 
rivées jusqu’à l’ordre p — a, ce qui donne en tout 

2 

équations. Il restera donc seulement 

(p l-0(p-{-2) _ p{p 3O ^ J 

2 2 ^ 


relations qui ne peuvent déterminer et ses /n -f- 2 /? dé- 
rivées, Il y aura toujours m + 71 de ces fonctions qui demeureront 
arbitraires. Dés que l’on aura écrit les trois équations qui ex- 
priment 9, il sera inutile de continuer les dérivations; elles 

introduiraient autant de dérivées nouvelles de ^ à détei'miner que 
de nouvelles l'elations. 


Les équations qui donnent 0, 


Oy 


constituent donc ce que 


M. Mayer a appelé un système complet^ c’est-à-dire un système 
dans lequel toutes les conditions d’intégrabilité sont satisfaites. 
Si l’on prend comme inconnues auxiliaires les fonctions suivantes 


àz 

ù^z 


d»^z 





èz 

ù^z 


ôf^z 

ày' 

1 

II 

. . . , 
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que Ton ajoutera à ce qui donnera fonctions in- 

connues, Téquation qui donne 9 fournira une relation entre ccs 


inconnues 5 on aura 


Oz 

dui 


— = 
üx 

■■ 

üx “ ^ " 

dz 

dvi 

t 

ày “ 

— Qst 

— ; = 

- 

^y 


Les autres dérivées des fonctions Um-\] ---7 ^'n-\ 

seront définies par l’équation aux dérivées partielles à laquelle 

satisfait L’équation qui donne ^ et qui contient en général 

déterminera celle qui exprime ^ déterminera de même 

enfin les deux autres dérivées de Um et de Vn s’obtiendront 

au moyen de Téquation aux dérivées partielles. 

Nous avons bien, on le voit, un système complet, de la nature 
de ceux que M. Mayer a étudiés (*). Les fonctions inconnues sont 
au nombre de m - 1 - -h i ; mais, comme elles sont liées par 
l’équation qui donne 9, l’intégrale générale contiendra seulement 
m-r-n constantes arbitraires. Par suite de la forme linéaire des 
équations, la valeur générale de z sera de la forme 

( 14 ) = Z, -î- Cil Zi-îr 


Cil, . - - , (Zm+/i désignant des constantes arbitraires que Von deçrci 
pouvoir déterminer de telle manière que z et ses m -j- n pre- 
mières dérivées prennent les valeurs les plus générales satisfai- 
sant à V écquation cjui donne 9. Si Ton porte la valeur précédente 
de dans ^expression ( 12 ) de 9, le coefficient de ai devra être 
nul; et, par suite, 9 s’annulera lorsqu’on y remplacera par 
Comme on a m-h/i quantités zi, 9 sera déterminée à un facteur 
près par cette condition; 9 rentre donc dans la catégorie des 
fonctions que nous venons d’étudier. 

On pourrait objecter que les solations Zi peuvent rendre illu- 
soire la forme ( 4 ) de 9; mais on verra aisément que ce fait excep- 


(*) Mayer (A-), Ueber unbeschrânkt intégrable Système von linearen to- 
talen Differentialgleichungen und die simultané Intégration linearer partieller 
Differentialgleichmxgen {MathematiscJie Annalen, t. V, p. 448; 1S72). 
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tionnel ne se présente pas ici; caries déterminants qui sont, dans 


cette formule (4), les coefficients de 




ne sont jamais 


mils. Ce sont ceux que l’on obtient lorsqu’on veut déterminer les 
constantes «/, de telle manière que ^ et ses dérivées, moins la der- 
nière prise par rapport à ^ ou par rapport à prennent des 
valeurs données à l’avance; et nous avons indiqué que, d’après les 
propriétés de la solution générale, ces déterminants ne peuvent 
être nuis. Mais on peut adresser au raisonnement précédent une 
autre objection plus sérieuse que nous allons examiner. 

Nous avons admis que les deux équations par lesquelles on 

exprime — peuvent etre résolues respectivement par rapport 


Cela a toujours lieu, en effet, si les nombres ni et 

71 sont supérieurs à zéro; mais, dans le cas exceptionnel où l’un 
de ces entiers sc réduit à zéro, la proposition peut être en défaut. 

Supposons, par exemple, que 0 ne contienne pas les dérivées 
de ô par rapport à .r ; et donnons-lui, pour la commodité du rai- 
sonnement, la forme suivante 


(i5) 


I 0 = 

f) ' ' 


( 


B. 


ùz 


fôz \ „ ^«-1 /dz \ 




qui est tout aussi générale que si on l’avait ordonnée simplement 
par rapport aux dérivées de j:^. Si l’on forme la dérivée de 9 par 
rapport à æ, on aura, en généial, 

r> àP fùz \ <)r-i f/ da\ ^dzl 

et, par suite, l’expression de ^ sera de la forme 


d(^ 

dx 



G -1- r 


G 


d^^jz 


A ayant la même valeur que précédemment. Si A n’est pas nul, 
cette équation donnera ^7 et l’on pourra appliquer sans modifi- 
cation le raisonnement général. Il reste donc seulement à examiner 
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A = o; 


mais alors substituons à l’équation proposée (E) sa transformée 
(E|) par la méthode de Laplace; c’est-à-dire posons 




az = . 


L’expression de O prendra la forme nouvelle 


0 ~ Bâ 


h' 




"àyn 


qui contient une dérivée de moins. En recommençant sur cette 
nouvelle expression de Q les raisonnements précédents, on recon- 
naîtra que cette fonction doit s’annuler lorsqu’on y remplacera 
par n — i intégrales particulières de (E,) ; ou bien on sera encore 
conduit à appliquer la transformation de Laplace et à passer à 
l’équation (Eo). On peut donc énoncer la proposition suivante : 


Si la fonction 


6 = 


A-5 — f- 


dz 

¥ 


B 


d^z 


satisfait à une équation du second ordre, elle s^ annulera lors- 
qu! on y remplacera z par n intégrales particulières de V équa- 
tion linéaire proposée, et elle sera définie à un facteur près 
par ces conditions; ou bien elle pourra être ramenée, par U ap- 
plication successive des substitutions de Laplace^ à une ex- 
pression de la forme 




a rr . 

^ ày 




Z i 


définie par les mêmes propriétés relativement à l’équation (E/). 

Si r on suppose i= n, on retrouve la substitution de Laplace. 

En résumé, le -théorème du n*» 399, combiné, dans certains cas 
exceptionnels où l’un des nombres m et n doit être nul, avec 
l’application de la méthode de Laplace, donne toutes les fonctions 
(m, n) satisfaisant à une équation linéaire du second ordre. 
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Supposons, par exemple, que Ton prenne 


on, plus simplement, 
(iC) 



B G, 



en vertu de la proposition précédente, Q ne pourra satisfaire à 
une équation du second ordre que si l’on a 

• 17 ) l = a. 


ce qui donne la première substitution de Laplacc, ou si l’on a 


«i8) 





Oy 


désignant une intégrale particulière de l’équation proposée- Ce 
résultat avait été déjà obtenu et étudie par M. Lucien Lévy ( * ) dans 
un intéressant Mémoire sur lequel nous aurons l’occasion de re- 
venir. 


iOl. Au milieu de toutes les transformations précédentes, celle 
de Laplace apparaît donc, on serait tenté de le penser, comme 
une sorte de transformation singulière échappant à Ja loi générale 
qui donne toutes les autres. Nous allons montrer qu’une telle vue 
serait inexacte : la transformation de Laplace est comprise, 
comme cas limite, dans celles que nous venons de définir. 

Pour donner plus de précision au raisonnement, bornons-nous 
aux expressions de la forme (t6)- 11 faudra, semble-t-il, pour que 
la substitution de Laplace soit comprise dans les transformations 
générales, que l’on puisse obtenir une solution particulière de 
l’équation aux dérivées partielles satisfaisant à la relation 


(^9) 



ùy 


-4— nd = O. 


Or il sufGt de substituer dans l’équation aux dérivées partielles 


(*) Lévy (Lucien), Sur quelques équations linéaires aux dérivées partielles 
{Journal de l'École Polytechnique, LVI* Cahier, p. (i3; iSSG), 

D. — II. 


1*2 
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la valeur précédente de ; on trouvera 


Comme ne peut être nul, il faudra que rinvariant h le soit; 
c’est là un cas exceptionnel que nous pouvons écarter. 

Il n’v a donc pas, en général, de solution particulière de l’équa- 
tion proposée pour laquelle on ait 


mais nous allons montrer qu’fZ exisLe une infinité de solutions 
pour Lesquelles le premier membre est aussi voisin qidon le 
veut de — a. 

Posons, en effet, 

f dz 

( 20 ) - - - = — a — [J.. 

Z dy 

L’inconnue p, que nous substituons ainsi à c, satisfait à une 
équation non linéaire du second ordre. Si Pon porte, en effet, 

dz 

dans l’équation à laquelle satisfait la valeur de ^ déduite de 
l’équation précédente, on a 

~~ -t-a— -h(c — aô— b\^)z~ o, 


OU, en développant, 


On aura donc 


d lo w P ^ h 

àx fji. 


1 J r V r 


et il suffira d’écrire la condition d’intégrabilité pour obtenir l’équa- 
tion à laquelle doit satisfaire p.. On trouve ainsi 

( 22 ) ÎJ. -i- -r h ( AT A) — u — A ^ == O ! 

^ dxdy dx dy ^ ‘ ày ^ ày ^ dx ’ 


à cliaque solution, différente de zéro, de cette équation corres- 
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pondra une valeur de z définie, à un facteur constant près, par la 
formule 

L’équation (^ 2 ) admet évidemment la solution p. = o, à laquelle 
ne correspond aucune valeur de z\ mais cette solution n’est pas 
isolée a des valeurs infiniment petites de p. qui sont exprimées 
d’une manière approchée par la foiTiiule 

jjL = h X, 


X désignant une fonction arbitraire, mais infiniment petite, de x. 
Il y aura donc des Intégrales de l’équation aux dérivées partielles 

proposée pour lesquelles ^ ~ sera infiniment voisin de — a. 

On pourrait encore le reconnaître en étudiant les différentes 
équations particulières dont nous avons donné l’intégrale générale. 
Nous avons vu, par exemple, au n“ 3o5, que l’équation E(o, 
admet pour intégrale générale 


Z(o, J Ti-ix — y)-^' dx. 


Faisons — i et remplaçons X par X'', nous aurons 

Z(o,-i) = Y4-r{a;~y)--X. 


La valeur de p. sera 

_ Y^— V 

x—y Y-4-Xqar ~.y) — \. 


Il n’y a aucune solution pour laquelle p. soit nul; mais, si Ton 
annule la fonction Y^, il reste 





T 

X — 


il suffira de choisir la fonction arbitraire X de telle manière que 
soit très grand, et l’on aura des valeurs de p très voisines de zéro. 

402. La proposition générale que nous avons étudiée depuis le 
commencement de ce Chapitre nous a permis de rattacher à toute 
équation linéaire une série d’équations semblables dont l’inté- 
grale se forme avec l’intégrale générale de la proposée et avec ses 
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dérivées prises jusqu’à un ordre déterminé. Nous allons indiquer 
maintenant une autre proposition qui conduit au même résultat, 
mais par des moyens tout à fait différents, puisqu’elle repose 
essentiellement sur l’emploi de certaines quadratures. Désignons 
par P et Q deux fonctions linéaires de ^ et de ses dérivées prises 
jusqu’à un ordre quelconque, et proposons-nous de déterminer P 
et Q de telle manière que 

P dx 


soit une différentielle exacte et que son intégrale 0 satisfasse 
à une équation linéaire du second ordre. 

Ecrivons d’abord la condition d’intégrabilité. Si, pour abréger, 
on désigne par le premier membre de l’équation à laquelle 

satisfait il faudra évidemment que l’on ait une identité de la 
forme 


ùx 


ày 


dx 




A, B, C, D, ... étant des fonctions quelconques de x et dey. On 
peut, au moyen des intégrations par parties, donner au second 
membre la forme suivante : 




^ ^ ^ 


Par suite, si l’on écrit 


Q — f- B 


dx 


au lieu de P et de Q, ce qui change seulement la forme de P et 
de Q sans changer leur valeur., on aura l’identité plus simple 


( 23 ) 


dx ry ~~ 


Si p. était nul, il faudrait évidemment que l’on eut 


P = 


df^ 
dx ’ 
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V étant une fonction linéaire de ;;; et de ses dérivées. On aurait 

et l’on retrouverait les expressions que nous avons étudiées au 
commencement de ce Cliapitre. Si [x n’est pas nul, il résulte des 
propositions rappelées au n° 357 que p. sera nécessairement une 
solution particulière de l’équation adjointe. On aura alors 

^ d / ^ \ / r);jL _ \ 

j - j’ 

et l’identité à vérifier se ramènera à la suivante : 


Si donc désigne une fonction linéaire de z et de ses dérivées 
jusqu’à un ordre quelconque, on aura nécessaii'ement 

dx ’ 

(jy 


(^0 


ip_=(i-v) 


et, si l’on pose 

(a5) 

on pourra écrire 

(26) 0 ==^(P -h Q === (TH- I?. 

11 faut maintenant déterminer p. et ç de telle manière que G soit 
l’intégrale d’une équation du second ordre. 

Nous- allons montrer d’abord que a- satisfait, pour chaque valeur 
de p, à une telle équation. On a, en effet 


(^ 7 ) 


dc7 

dx 




En tirant de la première équation la valeur de z et la portant 
dans la seconde, on trouve 

d<s 


I d<s 


{JL dy <?jjL 

dx 


dv 


dx 


— biï. 


dx ' dy y c?(x 
^dx 


— bxs. 


(9.8) 
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et cette relation constitue bien une équation linéaire du second 
ordre à laquelle satisfait la valeur générale de c. 

Revenons maintenant à Texpression de 9. Comme les équations 
(27) permettent d’exprimer z et ses dérivées en fonction linéaire 
des dérivées de a-, on voit que 9 pourra être exprimée en fonction 
linéaire des dérivées de a*. Il suffira donc d’appliquer les proposi- 
tions des n''® 399 et 400 pour obtenir toutes les fonctions 9 satis- 
faisant à une équation linéaire du second ordre. 

Les deux propositions que nous venons d’étudier permettent, 
on le voit, de rattacher à toute équation linéaire (E) deux séries 
différentes d’équations qui s’intégreront en même temps qu’elle. 
Si l’équation primitive (E) s’intégre par la méthode de Laplace, 
c’est-à-dire si elle admet des solutions de la forme 


AX-i-AiX'- 




la même propriété subsistera pour toutes les équations qui en 
dérivent- Ce résultat est évident pour celles que nous avons 
obtenues au n® 399; et, pour celles que nous venons de définir, il 
est une simple conséquence de la proposition démontrée au n‘* 393, 
Ainsi, lorsque Véquation primitiçe (E) est intégrable par la 
méthode de Laplace, il en est de meme de toutes les équations 
qui en dérivent par Inapplication des deux propositions pré- 
cédentes. 

Gomme application, proposons-nous de déterminer toutes les 
fonctions 9 j)our lesquelles P et Q contiennent les dérivées de z 
jusqu’au premier ordre seulement- Il faudra évidemment que r 
soit égal à p^, p étant une fonction quelconque de x et dey; et, 
par conséquent, on aura 


(29) 


6 = (H- = 



dx 


Pour que cette fonction soit Pintégrale d’une équation du second 
ordre, il faudra, ou bien que la valeur de 9 soit celle que l’on 
déduit de cr par l’application de la deuxième substitution de La- 
place à l’équation (28) et, dans ce cas, il faudra prendre p ~ — p.; 
ou bien que le second membre s’annule pour une solution parti- 
culière de l’équation en cr. 
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Dans le premier cas, on a 

(30) 0 = -/ix (g + d.v - (g - « !x) dy, 

et la valeur de Ô est, au signe près, celle que l’on déduirait de a- 
par l’écliange des variables a: et j'. 

Dans le second cas, on devra avoir 


( 3 .) 




fJ.V 


OU, si l’on désigne par .z' la valeur de ^ correspondante à cr', 



On a ainsi 


( 33 ) 




en réduisant, on trouve 



( 34 ) 



d 

■’ ^ ày 

La valeur de 0 est d’ailleurs 





àfj 

( 35 ) 

0 = 

jzg’ 

(J = a — a 

, ÔTr 




Ox 


Nous indiquerons plus loin, au Chapitre X, l’interprétation 
géométrique de ces résultats. 


403. Nous pouvons maintenant traiter d’une manière simple 
une question que nous avons laissée de côté dans les développe- 
ments qui précèdent. Étant donnée l’expression 

0 = (m, n) 

qui satisfait à une équation linéaire du second ordi'e, proposons- 
nous de déterminer les valeurs de s qui coiTespondent à une so- 
lution donnée 0. Nous allons voir que l’on peut résoudre cette 
question par de simples quadratures lorscju’on connaît les valeurs 
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particulières de qui annulent l’expression de 0. Mais, au lieu de 
traiter la question directement, nous allons employer la métliode 
suivante, qui mettra mieux en évidence ce qu’il y a de réellement 
intéressant dans la solution. 

Désignons par 


des solutions particulières de l’équation 
( 36 ) 


dxOy 


dz y àz 

a~ V-b r- cz 

dx oy 


= o; 


soit encore 

(37) m-^n=:p, 

et déterminons des quantités Ao- . . . , par les équations 

“H -r-^p^p = 0, 


( 38 ) 




ÔX 

àæ '' 


dm-ljs^ 

dx»^-^ 



dy 






dzp^ 




^n—1 : 


dy 


^lu = 0. 




Si l’on conserve les notations du n® 397, les équations pré- 
cédentes peuvent être écrites d’une manière abrégée comme 
il suit : 


(39) (»i — I, n — — I, n~i)plp = o, 

cette unique équation devant être vérifiée pour toute expression 
(m — I, n — i) et (m — i, n — i)/ désignant encore le résultat 
de la substitution de à 5 dans cette expression- Les équations 
(38) ou l’équation (Sg) déterminent, en général, les rapports 
mutuels de 7^, Nous laisserons de côté le cas 
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exceptionnel on ces équations formeraient un système indé- 
terminé ( ^ ). 

Nous allons montrer que toutes les quantités A/ ainsi détermi- 
nées satisfont, elles aussi, à une équation aux dérivées partielles 
du second ordre. Pour plus de netteté, nous supposerons m et n 
au moins égaux à i; s’il en était autrement, il suffirait de passer à 
l’une des équations voisines, dans la suite de Laplace relative à 
l’équation proposée. 

Une expression {m — 2, n — i) étant un cas particulier d’une 
expression (ni — i , n — 1), on déduit de la formule (Sg) que l’on 
aura 

(m — 2, n — 1)1 -4- . . . 4 - { m — 2, = o, 

pour toute expression {jn — 2, n — i). Différentions cette équa- 
tion par rapport à nous aurons 

Gomme la dérivée par rapport à x d’une expression (m — a, n — i) 
est une expression {pi — i, n — i), le premier terme de la somme 
précédente sera nul, et il restera 

(40) ^ (m — 2, ra — i)/ — * = O. 

i— 1 

On aurait de même 

i—p 

(40 ^(»i — I, « — a)/^ =o- 

i = l 

En traitant de la même manière l’équation 

i=.p 

(42) ^ (7W — 2, « — 2).- ^ — 0| 

qui est un cas particulier de la formule (4o), et en la différentiant 


(*) Ce cas ne peut se présenter, si les solutions sont linéairement indépen- 
dantes, tant que la suite de Laplace s^étendra entre les équations (E„_,). 

On s'en assure aisément en répétant les raisonnements du n" 397 . 
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par rapport à j', on trouvera de même 
(43) 

Il résulte des formules ( 4 o) à ( 43 ) que, si l’on pose 


(44) 


on aura 

i=P 

(45) 

2 (ni — 2 , n — 2 ),- (j().,) = 0 , 


£=1 


pour toute expression (m — a, n — 2). Cette équation tiendra donc 
lieu de ni 11 — 3 équations distinctes que l’on obtiendrait en y 
remplaçant successivement [m — 9., n — 2) par 

dz ^ - ^«-2 - 

ùx^ ’ ^ c[y"~- 


II y a P ou m + n quantités mais on peut disposer des 

fonctions a, y de manière à annuler trois quelconques d’entre 
elles. Les autres, au nombre de /? — 3 , seront liées par un nombre 
égal de relations homogènes; elles seront donc aussi égales à 
zéro (^). Ainsi, les fonctions \i dont les rapports sont définis par 
les équations ( 38 ) satisfont toutes à une équation aux dérivées 
partielles, entièrement semblable à celle dont les fonctions Zi sont 
des solutions particulières. 

Nous avons déjà étudié [I, p. 119] un cas particulier de cette 
proposition générale. Nous avons vn que, si les coordonnées homo- 
gènes Z, t d’un point variable d’une surface donnée satisfont 
à une équation de la forme 


(46) 


^ 

dp dpi dp Opi 


= 0, 


il en est de même des coordonnées tangentielles w, d, fv, p. Or 


( *) Pour que cette conclusion cessât d'être établie, il faudrait que les détermi- 
nants des différents systèmes que Fon obtient en annulant trois quelconques des 
quantités Ç{\) choisies arbitrairement fussent tous nuis. S'il en était ainsi, les 
équations (38) ne détermineraient plus, contrairement à Fh3'pothèse, les rapports 
mutuels des quantités 'k-. 
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ces coordonnées sont liées aux premières par les relations 
/ ux-^s?y — 


dæ 

dr 

àz 

dt 

U- 

4 - — -4- 

w — 

P — 

dp 

dp 


i Op 

dx 

dr 

dz 

dt 

u~ - 
Opx 


w- — 

dpi 



C’est, aux notations près, pour le cas particulier où m et n sont 
égaux à 2 , le système (38) que nous venons d’étudier. 

Signalons également l’analogie de ce système (38) avec celui 
que nous avons considéré au n® 370 et qui établit, dans le cas 
d’une variable indépendante, les relations entre deux groupes de 
fonctions adjointes. Cette analogie peut encore sc poursuivi’e; et 
l’on établira aisément des équations analogues au système ( 10 ) de 
la page io3. On peut les écrire ainsi, sous forme abrégée, 

(48) — I — A, n — I — />:)/( A, A)/ = o, 

(m — I — A, n — 1 — A) sc rapportant à l’équation qui admet les 
solutions particulières zi et le symbole (A, A) à l’équation à laquelle 
satisfont les A/. Mais nous laisserons de côté toutes ces relations 
pour nous attacher surtout au point essentiel et montrer que V in- 
tégration de chacune des équations en z ou en \ 

#(3) = O, (j(X) = O 

peut se ramener à celle de VautrCy ou, plus exactement, à celle 
de adjointe à l^ autre équation. 


404. Écrivons en effet l’adjointe de ^*(^v) 


(49) 


à- U éti a âfx / àoe àS \ 

dxdy ^ dx \ 


et soit p. son intégrale générale. D’après la proposition du n® 402, 
l’expression 

sera une différentielle exacte. Introduisons la fonction suivante : 
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la valeur de Z satisfera, nous allons le montrer, à l’équation 

C5i) cf(.c) = o, 

dont elle sera lïntégrale générale. 

Posons, pour abréger, 


(52) (7/1 : 




Comme on a 


. û) , 


<^<7/2 _ ^ /<?!-*• 




= \ -é 3CIJ 


les relations auxquelles satisfont les nous donneront immédia- 
tement les suivantes ; 


^(m— I, n — i)/, ~ = O, 

' . X à(j/i 


^(m — -X, n — i)a- 


On aura, en particulier, 


à^/i ^ àG/, 

^ ^ __ dz/t, ÔGh _ 

.Zak^^^dxdy j^dx dy 


D’après cela, si l’on différentie la valeur de Z, 


on aura, en tenant compte des relations précédentes, 
V \ dx ’ dv ’ 




<?a; 

à-Zh ^ 
dx dy 


H, par suite, 


^"(Z) =2 <ta = O. 



LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, ETC. 1S9 

La proposition que nous avions en vue est ainsi établie. Propo- 
sons-nous maintenant de reconnaître comment on déterminera la 
valeur de [jl correspondante à chaque valeur de Z. 

Si, tenant compte des formules (38), on diflerentie successive- 
ment l’équation qui donne Z, on obtiendra une série de formules 
comprises dans le type suivant 

h-p 

(58) (ni — I, 71 — i)z = ^(nï — 1 , n — 

/j = i 

OÙ l’on peut employer la fonction (m — i , n — i) la plus générale, 
et qui tient lieu par conséquent de m-\-n. — i équations dis- 
tinctes. Considérons deux de ces équations et d’abord la suivante : 

dni-lZ 


Si on la différentie par rapport à on trouvera 




()"*Z ù\u 


Prenons ensuite l’équation 




et différentions-la par rapport kjr; nous trouverons 


(6o) 


^ Oy'^-^ ùy*- 


Si l’on joint les deux équations (Sg) et (6o) aux m-h n — i 
équations (58), on forme un système qui peut être résolu par 
rapport aux p + i inconnues o-^ èt [jl; et qui donne, en particulier, 
pour [JL une fonction linéaire de Z et de ses dérivées, prises jus- 
qu’aux ordres m et n respectivement par rapport à ^ et par rap- 
port àjKj c’est-à-dire une expression de la forme 

(6i) [t. — (m,n)z- 

D’ailleurs, le système des équations considérées ne change pas 
lorsqu’on remplace Z par Z Gzk à la condition de remplacer 
par C'A -f- C; cela résulte de ce que les (ta sont des intégrales aux- 
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quelles on peut toujours ajouter une constante. La valeur de [Jl ne 
cliangera donc pas si Ton y remplace Z par Z -j- ÇtZh'j par suite, 
elle devra s’annuler quand on y remplacera Z par 

Ainsi la valeur de [jl est cette expression (m, n) qui est définie 
par la condition de s’annuler quand on y remplace Z par l’une 
quelconque des solutions particulières 

■^1 > - J 

La proposition que nous venons d’étudier peut donc être con- 
sidérée comme le complément et l’inversion de celle que nous 
avons donnée au n*^ 400 . 

40 o. jNous indiquerons l’application suivante. Soit (E) l’équa- 
tion à laquelle satisfont les coordonnées z^ t d’un point 

d’une surface, considérées comme fonctions de p et p^. Soit (E') 
son adjointe, et désignons de même par (G), (G') les équations 
analogues relatives aux coordonnées tangentielles. Si U désigne la 
solution la plus générale de (G), l’intégrale générale de (E') sera 
l’expression (2, 2) définie par la condition de s’annuler pour 
ü = c’est-à-dire 


U 

dl] 

dü 

d^U 

à^U 

dp 

dpi 

dp^ 


U 

du 



àiu 




àPî 

V 


... 



iv 


. . . 







d^p 

P 

dp 



à?î 


et, réciproquement, l’intégrale U s’exprimera au moyen de l’inté- 
grale générale de (E') par une équation de la forme 

U = UdiH- fiPŒs-i-jCXTjt, 

où 0-4, 0-21 «s-â, g- 4 désignent quatre intégrales semblables à celle qui 
est définie par Informulé (02). Il y aura des relations analogues 
entre (G') et (E). 

Si donc, conformément aux remarques présentées à la fin du 
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Chapitre IV, on regarde l’intégration d’iine équation et celle de 
son adjointe comme deux problèmes équivalents, on voit que les 
deux équalions auxquelles satisfont, soit les coordonnées tan- 
gentielles, soit les coordonnées ponctuelles , s^ intégreront en 
même temps, et que, si V une des équalions s^ intègre par la mé- 
thode de Laplace, il en sera de môme de C autre. 



CHAPITRE IX. 


LES ÉQUATIONS HARMONIQUES. APPLICATIONS ANALYTIQUES DES 
PPlOPOSITIONS développées DANS LES DEUX CHAPITRES PRÉCÉ- 
DENTS . 


Définition des équations et des solutions harmoniques. — Groupes de quatre so- 
lutions liées par une équation quadratique. — Application du théorème de 
M. Moutard au cas où Ton emploie une solution particulière harmonique. — 
Théorème relatif aux équations linéaires de la forme 

[?(^) 

— D’une telle cqualion, lorsqu’on sait l’intégrer pour toutes les valeurs de A, 
on peut déduire une infinité d’autres équations de même forme que Ton saura 
intégrer pour toutes les valeurs de h. — Caractère distinctif de toutes les équa- 
tions linéaires qui dérivent ainsi d’une meme équation. — Élude d’une trans- 
formation particulière qui permet de passer d’une équation harmonique à 
d’autres équations harmoniques. — Formule générale permettant de rattacher à 
toute solution non harmonique d’une équation harmonique une infinité de so- 
lutions particulières nouvelles. — Reconuaître si une équation à invariants 
égaux est une équation harmonique. — Ce problème est équivalent au suivant : 
Reconnaître si l’élément linéaire d’une surface est réductible à la forme 

[?( m ) — dv^). 

— Application à l’équation d’Euler. — Étude d’une équation aux dérivées par- 
tielles plus générale. — Indication de quelques sujets de recherche auxquels 
conduisent les propositions développées dans ce Chapitre. 


406. Nous avons développé, dans les deux derniers Chapitres, 
différentes propositions générales relatives aux équations linéaires 
du second ordre. Il ne sera pas inutile d’indiquer, dès à présent, 
quelques-unes de leurs applications. Nous commencerons par 
celles qui se rapportent à l’analyse, et nous envisagerons plus spé- 
cialement les équations de la forme suivante 

(0 

où les symboles o et A représentent deux fonctions quelconques. 
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Ces équations, que nous désignerons, pour abréger, sous Je nom 
iY équations harmoniques, jouent un rôle eapital en Physique 
mathématique (^). Elles ont la propriété d’admettre une infinité 
de solations particulières de la forme 

Si l’on exprime, en effet, qu’une telle fonction satisfait à l’équa- 
tion proposée (i), on est conduit à la relation 








— é(a: — r). 


Il suffira donc de prendre pour f et /, des solutions quelconques 
des équations linéaires 




(*) Élaat doanée une équatioa de la forme 


(a) 






-h U,::, 


où P, Q, R désignent des fonctions qaelconcfucs de x et P^, Q^, R, des fonctions 
<juclconqucs de on peut toujours, par de simples quadratures, la ramener à la 
forme (i). Si l’on pose, en effet, 


J J \/F,' 



l'équation (a) se transforme en une cqualiou 

dz _ dz 

— -h CL ~r -t- b -T 

Ox, Oy ày 


-\-cz 


O, 


qui a ses invariants égaux et peut être ramenée à la forme 



Le calcul, qui n’offre aucune difficulté, conduit à une équation harmonique* 
On peut aussi ramener l’équation {a) à la forme réduite 

(*) 

mais cette forme n’est nullement typique et peut être obtenue d’une infinité de 
manières. 

D. — IL 


i3 
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OÙ h désigne une constante quelconque. A chaque valeur de h 
coi'respondent deux fonctions /(.r H- r), deux fonctions — y') 
et, par suite, quatre solutions particulières de l'équation proposée. 
Si Ton désigne par A et B les deux valeurs de /, par At et B, 
celles de /i, les quatre solutions seront 

= AB, -^2 — ^ 3 — 

et seront liées par la i-elation quadratique 

Ainsi les équations harmoniques admettent un nomhj'c illi- 
mité de groupes de quatre solutions satisfaisant à une équation 
homogène du second degré à coefficients constants. 

Nous désignerons également sous le nom de solutions harmo- 
niques une quelconque des solutions que nous venons de définir 
et qui sont le produit d’une fonction de xy-y par une fonction 
de X — y. 

407. Soit 

ü) ^f{æ-^y)fyx—y) 

une telle solution. On peut évidemment l’employer pour appliquer 
la méthode de M. Moutard et passer de l’équation (i) à une équa- 
tion nouvelle qui sera 

I d’-7. ^'(w) 

L dx dy dx dy 

Le calcul du second membre se fail très simplement de la ma- 
nière suivante. Nous avons déjà remarqué que l’on a 

1 <)««> _ f fl 

to àxdy f fl ■ 

Si l’on change f eo. 4 et fi en il viendra, sans nouveaxi 
calcul. 



Ainsi l’équation nouvelle que l’on obtient par l’emploi de la 



solution (O 
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Z 


ïg5 


Oj; djr 




conserve la forme de l’équation dont elle dérive ; elle est encore 
une équation harmonique. 

Nous avons vu que l’on passe d’une solution z de l’équation 
(i) à la solution correspondante de l’équation (4) à l’aide de la 
formule 

<5) = 

proposons-nous de reclierclier ce que deviennent les solutions 
harmoniques de la première équation. 

Soit 

.3 = 0(a; -h y) 0,(a; —y) 

une telle solution de l’équation proposée. Les équations qui défi- 
nissent 0, 0| pourront être mises sous la forme suivante 


<6) 


^_r 
0 “ / 


h, 


0» “/i 


■h. 


h désignant une constante queleonque. Si l’on porte la valeur de 
Z dans la formule (5), il viendra 

//.Z= J [fx^^(J^'-^f')d{x-y)+f<^{f,V,-fi^Od{x+y)-\. 

La quadrature qui figure dans le second membre peut être 
effectuée dans tous les cas. On déduit, en effet, des formules (6) 

et, si l’on porte les valeurs de /6, /i 0i dans l’équation qui donne 
Z, on aura 

[(/O - 9/') d(J, e'.-A' 0,) H- (/» 6',- 0.//) d(JW- 0/')], 

ou, en négligeant la constante A, 

//iZ = (/9'-0/)(/i6'.-0,/'), 

2 = 


( 7 ) 
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On obtient donc pour Z une solution qui est le produit d’une 
fonction de y par une fonction de æ — c’est-à-dire qui est 
aussi harmonique. 

408 . Il est aisé de vérifier le résultat précédent- Si l’on in- 
troduit en elFet la fonction 

(8) m = 6'— 0^, 


on reconnaît par un calcul facile que l’on a 



On est ainsi conduit au curieux théorème d’AnaWse suivant : 

E tant donnée V équation différentielle du second ordre 

(10) + 

supposons qu'mon sache l'intégrer pour toutes les valeurs de h. 
Soit f{t) une solution de cette équation, correspondante à une 
valeur particulière de A, par exemple h ~ Iik, On saura aussi 
intégrer, pour toutes les valeurs de h, V équation 



Si y désigne la solution générale de l'équation (10) corres- 
pondante à une valeur déterminée de h, différente de h^, 

(«a) 

sera la solution générale de V équation (ii) pour la même 
valeur de A. 

Cette proposition, qu’il est aisé de vérifier directement (*), permet, 
évidemment, de rattacher à toute équation de la forme (10), que 

(') On trouvera la démonstration directe dans une Note de Tauteur Sur une 
proposition relative aux équations linéaires^ insérée aux Comptes rendus 
(t. XCIV, p. i 456 ; 1882). 
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l’on sait intégrer pour toutes les valeurs de A, une suite illimitée 
d’équations différentielles de même forme que l’on saura aussi 
intégrer pour toutes les valeurs du paramètre h. Chaque passage 
d’une équation à la suivante introduira deux constantes arbitraires 
nouvelles; en général, les équations successives s’éloigneront de 
plus en plus de la forme initiale et deviendront de plus en plus 
compliquées. Il y a cependant des cas exceptionnels dans lesquels 
la forme de l’équation se conserve lorsqu’on choisit convenable- 
ment les solutions particulières au mo^en desquelles s’effectue le 
passage de chaque équation à la suivante. 

Prenons, par exemple, comme équation initiale 

(i3) y ^hy\ 

si l’on fait A = o, on a la solution 

r = C 

on est donc conduit à l’équation 

Celle-ci admet à son tour, pour A = o, la solution 

r = Î-; 

on saura donc intégrer l’équation 

En continuant de celte manière, on parviendra évidemment à 
l’équation 

- V m(m — 1 ) ,1 

qui est trop connue pour que noüs y insistions. 

Reprenons l’équation initiale (i3). Pour A=— i, elle admet la 
solution sin^; on saura donc intégrer l’équation. 

Pour des valeurs particulières de A, cette équation admet les 
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solutions sin^^, sin-^cos^. En les employant et en poursuivant 
l'application de la métliode, on parviendra successivement à des 
équations de la forme 


(ï4) 


•' L sîn'2^ 


n(/i — t ) 
cos - 1 



où m et n désignent deux: entiers. On peut établir ce résultat en 
toute rigueur de la manière suivante. 

Si l’on prend 

Il = — {m-r- /î)-, 


Téquation précédente admet la solution particulière 

fit) = 


En employant cette solation particulière, on obtiendra l’équa- 
tion nouvelle 


ou 



y 


[ 7n(m -H î) 
sTn^ 


Ih — r* ( Til -+- 



C’est l’équation précédente dans laquelle m et sont changés en 
m + i et -1- I . On peut donc intégrer cette équation par voie de 
récurrence toutes les fois que m et ii sont entiers ; et, si l’on dé- 
signe par yrn^n la solution générale de l’équation (i4)i H faudra 
employer la formule 

ym-hun+i = cott—n tang^ 

On a évidemment 


yoo = yto = yoi=rn = 

y/jiii — y/n^oi yo,/t=yi^n- 

L’emploi de ces formules permet d’obtenir l’intégrale pour 
toutes les valeurs entières de m et de n sous la forme 


et Qwjrt étant des polynômes entiers par rapport à tang/, 
cot^ et [//i. 

Ici encore nous rencontrons des équations bien connues, quoi- 
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qu’on les étudie rarement sous la forme précédente. Si Ton déter- 
mine, en effet, les constantes a, v par les formules 


Tf = 

O r 

a -i- S — 7 --i = /i, a = 

^ ‘ 2 


1 

m -] — , 

2 


m -f- n 
2 



2 


iv/=7,. 


la solution générale de l’équation (i4) sera 

y = sin'" t cos'^ ^ F( 7, sin- / ), 

F désignant la série liypergéo nié trique de Gauss, ou toute autre 
solution de l’équation du second ordre par laquelle elle est déter- 
minée (* ). 

409- Considérons maintenant, d’une manière générale, toute 
équation de la forme 

(>5) ^ 

que l’on saura intégrer pour toutes les valeurs de A ; et proposons- 
nous de rechercher un caractère précis permettant de reconnaître 
toutes les équations qui en dérivent par la méthode que nous 
venons d’exposer. Il est évident que toutes ces équations admet- 
tront une Intégrale générale de la forme 

(lô) 

oùjr désigne l’intégrale générale de l’équation précédente , A et B 
des fonctions de t qui sont entières par rapport à h. Nous 
allons établir la proposition réciproque et montrer que, si l’équa- 
tion 

(• 7 ) = 


(*) Il est vrai que, si l'on présente sous celte forme la solution générale de 
réquation (i4), on n'aperçoit pas immédiatement pourquoi elle s’intégre lorsque 
m ol n sont entiers. Pour établir ce résultat, il faut employer plusieurs des for- 
mules que Kummer a données et qui permettent de transformer la série hyper- 
géométrique. 
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admet une intégrale de la lorme (i6), A et B étant d ailleurs des 
fonctions entières de A, elle dérivera nécessairement de Téqua- 
tion (i5 ) par la méthode que nous avons exposée. 

Substituons, en effet, dans réquation (17) la valeur (16) de 

En égalant à zéro les coefficients de r, on trouvera les deux 
équations 

^ A"-^ A(o — •y)-r-2BN (p-î- o, 

( aA' 4 -B(o — è)-i-B''=o, 


d’où l’on déduira aisément que B ne saurait être, par rapport à A, 
d’un degré supérieur à celui de A. 

Soient maintenant j',, >2 deux intégrales quelconques de 
l’équation (lü) elZi, Z‘2 les intégrales correspondantes de l’équa- 
tion (17) déterminées parla formule (16). Un calcul facile donnera 




dt 


dt 


= (.V2 


AB^— BA'— B2 






Le premier membre devant être constant, ainsi que 


en voit que la fonction 


i/vo dvi 


AB'— B A'— B2s — B* A 

se réduira à une constante. Cette constante est d’ailleurs une 
fonction de A; carie terme qui contient la plus haute puissance 
de h ne se réduit avec aucun autre et se trouve, soit dans A-, soit 
dans B- A, suivant que A est de degré supérieur ou égal à celui 
de B. On peut donc écrire 

(19) A2-L- AB'— BA'— B 2 (<p -J- h) = F (A), 

F(A) désignant un polynôme entier et à coefficients constants. 

Soit A = A| une racine de ce polynôme. On peut admettre que 
l’hypothèse A = A4 n’annule pas à la fois A et B. Sans cela il n’y 
aurait qu’à diviser A.y -h Bj/ par A — et à reprendre le raison- 
nement précédent. Substituons partout à A, et soient A4 et Bj 
les valeurs que prennent A et B. Si l’on désigne par jki une solu- 
tion particulière de l’équation (i 5 ) où l’on a remplacé A par A4, la 
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fonction correspondante 


-^1 J'i-r- 1>1 J i J 


qui ne sera pas nulJe si Ton a clioisi convenablement^^,, sera une 
solution de l’équation 

S = [-KO-*- Al]-; 


et, par suite, si l’on applique le théorème général du n*^ 408 , la 
fonction 




sera l’intégrale de l’équation 




qui est de même forme que l’équation (17). Nous allons ramener 
la valeur de Z à la forme (16) et examiner quel est le degré de ses 
deux termes par rapport à h. 

La valeur de Z peut s’écrire 

Z = (A J. + By )'- ( + B y ) ' 

En développant et tenant compte de l’équation (lo), on la ra- 
mène à la forme 

Z = Aoj^-h Boy, X 

où l’on a 


(“^1 l^iyi)A.o= [A'Ai-î- BAi(îp -h h) — AA'i — ABi(o -+- h{)\yi 
H- ( Bi A'-+- BBi(^ -i- h) — AAi — ABi )y\, 
Biyi)Bo= [Al A -h Al B' — BA'i — BBi(o -h 

+ (ABi-hBiB'—BAi -BBi)yi. 

Remarquons d’abord que ces valeurs de Ao, Bq s’annulent pour 
li = h^‘ on le reconnaît immédiatement en l'emplaçant A, B, h 
par Al, B,, A, et tenant compte de la formule (19) où l’on aura 
fait /i = A,. On pourra donc diviser les valeurs de Ao, Bo par 
h — Al et, par conséquent, réduire d’une unité leur degré par rap- 
port à A. 

Cela posé, supposons d’abord que A et B soient d’un même 
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degré n par rapport à h. Le coefficient Aq sera an pins de degré 
/i-4- mais ce degré se réduira à n après la division. Le degré de 
Bq sera 7i et, après la division, il se réduira au plus à • — i . 

Supposons maintenant que A soit du degré et B de degré in- 
férieur. Le coefficient Aq sera du degré /^ au plus, ainsi que B^; 
et par suite, après la division, ils se réduiront l’un et l’autre au 
degré 11 — i . 

Par conséquent, si les degrés de A et de B sont d’abord n et /?, 
on les réduira par la première opération à et à /z — i , puis à 
a — I et à n — i, et ainsi de suite. On voit donc que l’on finira 
par parvenir à une équation pour laquelle le degré de A et de B 
par rapport à h sera zéro. 

Les formules (18) nous donnent alors 

B'=o, 

•2 A'-f- B(<p — »];) = O, 

A(o — O. 

Il est très aisé de résoudre ces équations et de montrer qu’elles 
conduisent, soit à l’équation (i 5 ) pour B = o, soit, pour B = ï, à 
celle que l’on obtient par la première application de la méthode. 
La proposition que nous avions annoncée est ainsi établie. 

Proposons-nous, par exemple, de caractériser les équations 
que Bon peut faire dériver en nombre illimité de l’équation (i 3 ). 
D’après la proposition précédente, leur intégrale générale sera de 
la forme 

/(;, h)y\ 

/et désignant deux polémonies entiers en h. Si l’on remplace i' 
par sa valeur, on trouvera 

r(f, 

F et Fl désignant des polynômes entiers par rapport à y/A. Ainsi 
ces équations sont les seules qui admettent des intégrales de la 
forme 

F{t, 

F étant entier par rapport à y/Â ( ^ ). 


(O On pourra consulter une IVote sur les équations différentielles linéaires 
du second ordre publiée en xS’jS par M. Moutard et insérée aux Comptes rendus. 
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410. Revenons aux propositions générales que nous avons 
établies; elles peuvent être résumées comme il suit : à toute 
équation harmonique on peut rattacher une suite illimitée d’équa- 
tions harmoniques qui s’intégreront toutes en même temps que 
l’équation initiale. De plus, si l’on sait détei*miner les solutions 
harmoniques de la première équation, on pourra connaître aussi, 
sans aucune intégration, les solutions harmoniques de toutes les 
auU’es. Ces résultats, que nous avons déduits du théorème de 
M. Moutard, peuvent être complétés par l’emploi de l’une des 
transformations générales définies au n“ 399. 

Etant donnée l’équation 


(ao) 


ôxdy 


= 


nous avons vu (n° 399) qu’il existe une infinité de fonctions de 
la forme 


(• 21 ) 




dx 




satisfaisant également à une équation du second ordre ; cherchons 
s’il est possible de déterminer les fonctions H, P, Q de telle ma- 
nière que l’équation nouvelle soit de la forme 


( 22 ) 


5^- - 


La substitution de la valeur de Zx dans celle équation nous 
donne un résultat de la forme 


[ 


ff) ^ iîIL ^ . îKWi - , . 

dx ôjr ôx J '* \ 

, (d\l , .y- /)Q 

~^\ôx~^ ôxdjr ‘ ^ ) àjr~^ f)y dx* Ox 




Cette relation doit être vérifiée identiquement : il faut donc que 
l’on ait d’abord 

^ _ 

djr dx 


(t- LXXX, p. 729). Le savant géomètre y établit, par une méthode toute dilFcrentc, 
un résultat équivalent à celui que nous venons d’énoncer en dernier lieu, relati- 
vement aux équations différentielles qui dérivent de l’équation initiale = o. 
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Ne nous arrêtons pas au cas, dont l’analyse est facile, où l’ime 
des fonctions îp(^), serait nulle; on peut alors, en prenant 

comme nouvelles variables a: et y les fonctions 


r dx r dy 

J ^{xŸ J 


réduire P et Q à runité. Supposons donc 

P = i, Q = i; 

nous aurons encore à résoudre le système 

0\ d\ ^ - - TT 

* 7 - H — 7 - = (^‘ 1 — À J î 

i)x dy ^ dx Oy 

dlî dlî . 

dx dy ~ 

On voit quel! doit être une fonction de la seule variable x+y; 
pour la commodité des calculs, nous poserons 


H = — 2 


(i\x-\~y) 

O(x-r-y) 


Les formules précédentes donnent alors 


0*^ 0^2 dii 

— ^ — H — — — 
dx dy dx dx- 


Cette dernière équation admet la solution particulière 


> = ïï! — J 

4 vt dx 


On a donc pour la valeur générale de X 


f / X I dU 


, ^"{x-\-y) 


ou encore 
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Ou trouve de même pour à, la valeur suivante : 


20 > 


Nous sommes ainsi conduits au théorème suivant : 
Etant donnée V équation aux dérivées partielles 


à^z 

— J)]-, 

on déterminera une fonction ^ de x -^y par C équation 
0" 

(24) Q- = 


La fonction 
< 25 ) 


ùz dz 6' ^ 

dy ^ 6 


formée avec V intégrale générale z de V équation aux dérivées 
partielles^ satisfera à V équation nouvelle 

et en sera évidemment V intégrale générale. 


4H- Cette proposition entraîne un grand nombre de con- 
séquences, Nous allons montrer tout d’abord qu’elle conduit aux 
résultats que l’on a déduits plus haut du théorème de M. Moutard. 

Si l’on change en effet y en — y^ l’équation ne change j)as de 
forme et, par conséquent, on peut obtenir une transformation 
nouvelle. 

Déterminons une fonction cr de æt — y par l’équation 


(a?) 

la fonction 
(28) 


- T-T = — y) -T- 

<i dx^ ' 


^ àz dz 2 cr' ^ 
dx dy cr 


OÙ Z désigne l’intégrale générale de l’équation (aS), sera Fin- 
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tégrale générale de Téquation 

Ainsi chaque équation harmonique donne naissance à deux 
séries de transformations différentes, les unes formées avec des 
fonctions de {x +J'), les autres avec des fonctions de {x — y). Il 
suffira, évidemment, de les appliquer successivement pour obtenir 
la transformation que nous avons définie au n“ 407. On est ainsi 
conduit au résultat suivant : 


Déterminons deux fonctions ^{x-i-y)^ g(x — y) par les 
équations différentielles 


Q// 

(So) — -L — ~ y) h- 

la fonction 


aO' , 


ds\ 

acr' / à Z 


iY-z 


-T< 

\,dx 

~ dy)- 


ày) 


dyV 


où s désigne V intégrale générale de V équation ( 28 ), sera V in- 
tégrale générale de V équation 


( 32 ) 


dx âjr 




C est la proposition du n*’ 407, mais avec une remarque coin- 
plémeataire qui ne manque pas d’inlérêt : on peut passer de 
l’une des équations à Vautre par la formule (3i), qui ne con- 
tient aucun signe de quadrature. 


412. Revenons à la proposition qui nous a servi de point de 
départ. Les deux équations (23) et ( 26 ) qu’elle transforme l’une 
dans l’autre peuvent être écrites comme il soit : 

On passe de l’une à l’autre en changeant 6 en^; la relation 
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entre ces deux équations est donc réciproque. La proposition 
nous apprend d’ailleurs que, ^ étant une solution de la première, 
la fonction 


(33) 


^ ' dj^ ' ày 


sera une solution de la seconde. Si l’on échange les deux équa- 
tions, on voit donc que la fonction 

^ âjii ùzi 


sera encore une solution de la première. En remplaçant Zi par sa 
valeur déduite de la formule (33), on trouve 


dx^ dy- 


2(0 -h — 4 /?^. 


Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 
Étant donnée V équation harmonique 


une solation quelconque z de cette équation donne naissance à 
une solution nouvelle d par V emploi de la formule 


(35) 



ày-- 


2(«p H- d^)>s. 


Nous avons déjà donné au n® 330 [p. 61 ] des propositions ana- 
logues relatives à l’équation E(p, p'); mais on remarquera que 
la formule précédente contient les dérivées secondes de x?. 


413. Les équations harmoniques possèdent, on le voit, un 
grand nombre de propriétés intéressantes et forment un groupe 
nettement défini par ces propriétés, qui les distinguent de toutes 
les autres équations du second ordre dont les invariants sont 
égaux. Étant donnée une telle équation 

<3S) = 

il est donc intéressant de rechercher si elle appartient au groupe 



LIVRE IV. — CHAP. IX. 


i>.o8 

des équations harmoniques. Le problème peut être formulé comme 
il suit : 

Si l’équation précédente est harmonique, elle peut être ramenée 
à la forme 

Il faudra donc que l’on puisse déterminer pour .r' une fonction 
de X et pour j/ une fonction de jK? telles que l’on ait 

(38) [?(^'-v-y) — )] <^y = y) ^y- 

Cette équation admet l’interprétation géométrique suivante : 
Considérons la surface dont l’élément linéaire est donné par la 
formule 

ds- = X{^, J') d.r dy 

et introduisons les nouvelles variables u et r définies par les for- 
mules 

x' = Il -H vi, y = M — PI ; 

le problème proposé pourra s’énoncer ainsi : 

Reconnaître si Vêlement linéaire de la surface peut être 
ramené à la forme 

(39) -f- 

M. Liouville, en suivant les méthodes de Jacobi, a montré que 
l’on peut déterminer par de simples quadratures les lignes géodé- 
siques de toutes les surfaces dont l’élément linéaire est réductible 
à la forme (Sg). La question d’analjse que nous avons à étudier 
donne donc la solution de deux problèmes différents. 

Revenons à l’identité 38); on peut la transformer comme il 
suit. Posons 



X et Y étant de nouvelles fonctions de x elàe y respectivement 
que l’on substituera à y et k y pour la commodité des calculs. 
L’identité prendra la forme 

0(57' -H y) — 4 ^( 07 '— y) == X(a7, j^)v/xv/y. 
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Il suffira évidemment d’exprimer que le second membre satis- 
fait à l’équation 


c’est-à-dire que l’on a 


^^0 




dx dv 


Eli remplaçant dx\ dy' par leurs valeurs -^5 on est con- 
duit à l'équation 

qui, développée, prend la forme suivante : 

, X d\ ^ d- X ù\ ^ 

(il) a^T-:; H-3V— -hXX'"=:2Y— -4-3YV -^-XY". 

^ dx- dx dy- dy 


Ainsi la question proposée se ramène à la suivante : 

Rechercher sHl existe une fonction IL de x et une fonction 
Y de y J telles que V équation précédente ait lieu identiquement. 


La forme linéaire de cette équation nous conduit à la consé- 
quence suivante : 

Si l’équation est vérifiée pour deux systèmes différents (X|, Y|) 
et (Xo, Yo) de valeurs deX et de Y, elle l’est aussi par le système 
(aXi -}- tXo, aY^ -hbY^). Donc, lorsquhcne équation est ré- 
ductible de deux manières distinctes à la forme harmonique, 
elle Vest d^une infinité de manières différentes. 

Lorsque V élément linéaire d^une surface est réductible de 
deux manièj'es différentes à la forme de Liouville, il Vest 
aussi d'aune infinité de manières. 

La véritable origine de cette proposition apparaîtra dans la 
théorie des lignes géodésiques. 

Une autre l'emarque évidente est la suivante : Si l’équation est 
vérifiée par une valeur de À, elle l’est aussi par a étant une 
constante. Si elle est vérifiée, pour un même système de valeurs 
de X et de Y, j^ar , elle l’est aussi par a\ H- • 


414. Comme première application, choisissons l’équation 
D. — H. 14 
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d’Euler 

('4^) 




m(ï — m) 


dxdy ~ (x-^yy- 

L’équalion à vérifier prendra la forme 

( Î3) 12 . 'X - Y) - 6(>p -r)(r-f- Y'; -f- {x —Y”) == o. 

Si Ton difierentie deux fois par rapport à et deux fois par 
rapport à v, on trouve 


il faut donc que et Y'*^^ soient constants et, par suite, que 
X et Y soient des polynômes du quatrième degré. D’après l’équa- 
tion (4^)? ces polynômes devront être égaux quand on fera x—y. 
On pourra donc écrire 

X = ax'* bx^ -i- ex- -j- dx -h Cj 
Y = ay’* -4- by^ -i- cy^- -4- dy -h e, 

et l’on reconnaîtra que les constantes a, 6, c, rf, e ne sont assu- 
jetties à aucune condition. Comme on a 



et comme l’équation ne change pas lorsqu’on elTectue sur x et sur 
r une même substitution linéaire, on voit que l’on pourra tou- 
jours attribuer à trois racines distinctes du polynôme X telles 
valeurs que Ton voudra. Cette remarque permet de simplifier la 
discussion. 


I® Si le poljmôme X a toutes ses racines égales, on peut sup- 
poser infinie la valeur commune de ces racines. On a 


( 4 i)u X=Y = i, x'=Xj y = y. 

La forme correspondante de l’équation est 


(45), 


à- Z _ m{i — 77 i) ^ 
àx' dy' ^ (a ?' — y Y 


a® Si le polynôme X a une racine triple, rendons-la infinie et 
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réduisons à zéro la racine simple. On aura 

(44 )ô X = 4a?, Y = 4y, æ = j =y^, 

La forme correspondante de l’équation sera 

[ ?n(7}i — i) J7i( m — 1)“] 

3® Si le polynôme X a deux racines doubles, on pourra les ré- 
duire à + t et à — ij on aura 

( 44 )c -Y = (1-+- a?2)2, .r r:. tang.r', y r= tang^. 

La forme correspondante de l’équation sera 


(45). 


d-z m(i — 771) 

ôx' ày sia-(a?' — y') 


4'" S’il y a une seule racine double, rendons-la infinie et pre- 
nons O et I pour la valeur des racines simples. On aura 

{44X/ X = 4a7(i — a?), x = sla^x', y — 

et l’équation aura pour forme correspondante 

r m{7n—i) m{77i — i) "j ^ 

^ Ox'oy ■ Lsin2(a7'-f-yl sm2(^^_y)J 

0 ® Enfin, dans le cas général, la substitution dépendra des 
fonctions elliptiques. On pourra prendre 

(44)c X 4a?(T— a?)(i — = sn2(a?'H- ïK'), y~sn-y, 

et l’équation se réduira à la forme 

( 45). - jy - ^y sn2(ar'H-y) — /:2 sn2(a?'— y )];?. 

Telles sont les cinq formes diflerentes que l’on peut obtenir. La 
dernière est la plus générale et pourrait donner toutes les autres 
par le passage à la limite. La détermination des solutions harmo- 
niques correspondantes à la dernière forme se ramène à l’intégra- 
tion de l’équation 

^ =[m(ni — i)Â:Ssn*«+A], 


(46) 



aï‘2 
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qui est une équation de Lamé. Le rapprochement ainsi établi 
entre cette équation différentielle que les travaux de M. ITermite 
ont rendue célèbre et l’équation aux dérivées partielles d’Euler 
mériterait, crojons-nous, d’être étudié avec soin. 

Si l’on se reporte à la double interprétation que nous avons 
déjà donnée au n'* 413, on reconnaît que les calculs précédents 
donnent la solution de la question suivante : 

Ramener V élément crime sphère à la forme (Sg). 

La solution la plus générale correspond à l’emploi des coor- 
données elliptiques. 


415- Nous allons maintenant envisager une équation aux déid- 
vées partielles nouvelle qui se rattache directement à l’équation 
d’Euler. Si, dans cette équation, on change successivement x en 

— en - ou en — -5 on peut lui donner différentes formes dans 

oc oc 


lesquelles le quotient 
vantes : 


1 

Z dxèy 


prend l’une des quatre valeurs sui- 


7 ?i(i — m) m{i — m) /n(i — m) m{i — m) 
{x—y)^ ’ ~ {x+yf ’ (n-a:j^)2 ’ ~ ' 

Considérons l’équation suivante 

I ^ — 1) i) v(v— I) vq-x/— I) 

Z ôxdy {x-\-y)- {x — y)- ' (i — xyY {i-\~xy)-‘ 


OÙ p., p.', V, v' sont des nombres quelconques- Nous allons montrer 
que celte équation peut toujours être ramenée à la forme harmo- 
nique. 

Si le second terme existait seul, il faudrait prendre, nous ve- 
nons de le voir, 


(48) 




X désignant un poljmôme quelconque du quatrième degré. Si l’on 
choisit ce polynôme de telle manière que la quadrature f ne 

J /x 

change pas de valeur quand on change x tn — a: ou en la trans- 
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formation correspondante ramènera évidemment Féqnation ( 47 ) 
à la forme harmonique. 

Les conditions précédentes exigent que X soit de la forme 
X = ax'* -f- hx- -h a. 

On aura alors 


(49) 


Ç 

J s/a{x'> 1 ) 


bx*- 


'--f. 


cIy 




Voici le moyen d’introduire les fonctions elliptiques qui nous a 
paru le plus commode pour la suite. 

On peut résoudre les équations (49) par l’emploi de la fonction 
doublement périodique suivante : 


(5o) 



I — (i — k'') sn-zt 
I — ( i-H X:') sn - U 


= k sn 




Celte fonction, qui se réduit à un sinus amplitude par une trans- 
formation du second degré, satisfait aux équations suivantes : 


(5i) 


1 o{Li -h ÎK') = 
1 ‘ 


i p(z4 -h K tK') = 

\ ‘ p(zfc) 

Cela posé, prenons 


(52) x = p{x'), y 

On trouvera facilement 


p(zz-}-K)=— p(z/), 


Pif) 


(53) ^ /:â[sn2(;2;^_y)__sn2(^'-4-y )] dx' df, 

— yr 

Changeons^*' en .r'-l-fK'; si l’on tient compte des formules (5 1 ), 
on aura 




snH»'+yjJ 


dx' df. 


dxdy _r i__ 

^ L sn*(j-' — y) 

Remplaçons enfin, dans les deux équations (53), (54), par 
nous trouverons 


(55) 


cn-(x' — y) cn~(x'-h y'YI j t 7 t 

- - ** [ inHx'-y ] - ’ 


dx dy 
dx dy 

{i-^xyY ~~ I_ca 2 (a 7 ' — y) y'] 


( 56 ) 
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En tenant compte de ces relations, on peut ramener Téqua- 
lion (47) à la forme 


(57) 


I 

^ dæ’df 


o(x’~^y) — o(^'— j'). 


la fonction îp(/) étant définie parla formule 


(58 » 


c(/; = 




dn-f 


H- — i)k- sn-^ 


v(v — l) 

_> ; L 

sn-^ 




dn^f 
cnH ' 


de sorte que la détermination des solutions harmoniques dépendra 
de l'intégration de réquation 


( 59) 


r d-u 
U dt^ 


— A, 


analogue à l’équation de Lamé. Nous avons déjà remarqué 
[I, p. 44^] que cette équation s’intégre, par l’application du beau 
théorème de M. Picard, toutes les fois que p, p^, v, '/ sont des 
nombres entiers. 


416. Ici encore se maintient la correspondance que nous avons 
déjà signalée à propos de l’équation d’Euler. L’équation (47) est 
explicitement intégrable, comme l’équation linéaire (og), toutes 
les fois que les nombres p, p', v, '/ sont entiers. Nous établirons 
cc résultat en faisant connaître une transformation singulière de 
cette équation. 

Introduisons les fonctions 


u=z os -7- jK, (r = xjr — I , 

V =i{y — æ), p z={asy-^\)i 


de X et de 7^. Si l’on considère x^y comme les coordonnées symé- 
triques d’un point de la sphère de rayon i, çv, — pi seront 

les coordonnées homogènes du même point [I, p. 87]. On a 


(61) 

(62) 


! U-^ iv ~ 237 , w -T-ip = 2 , 

U iV = 2jr, W — ip= 237JK, 

ç- = O. 


Au moyen de ces formules, on peut toujours exprimer une 
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fonction donnée quelconque de x et de r, F(j:, y)^ sous une infi- 
nité de formes différentes, parmi lesquelles nous distinguerons les 
suivantes 

U — iv \ 

\ ‘A ’ ‘-i / ’ 

/ Z/-4-/V U — /r ■ 

\ A J \ iv -f- ijt? ’ CP -î- ij? ) 


dont la dernière est une fonction homogène de degré quelconque 
k, ne contenant w et p que dans la combinaison (v -h îp. 

D’après cela, supposons qu’une fonction Z de ^ et de 7 ' ait été 
exprimée en fonction de c», u', />. On aura 

[ dZ dV. .dZ. ^ IdZ ,dZ\ 

1 dx du ^ ùv \0iV ‘ ^ dp) ^ 

j dZ dZ .àZ fdZ .t)Z\ 

l dy dit ' ^ dv ~^^\dw dp) 


La multiplication nous donnera 

\ dx dy \àu) / "^Vc^cp/ ~^\dp) 

j /dZ .dZ\/ dZ dZ dZ dZ\ 


Si donc la fonction Z a été ramenée à être homogène et de 
degré zéro, ou bien si elle ne contient w et p que dans la combi- 
naison w 4 - ipj on aura Téquation suivante : 


dx dy \duj \dv J \d»> J \dp J 


Calculons de même 
donnera 


d^Z 

dxdy 


- L’application des formules (63) 


nous 


(65) 



aaZ d^Z 
du“ 

d«T 

— cr — U 


d^Z d^Z 
dp- 

d^ dcr ÔT 

<— p 3 -1 P T- ’ 

dv dw ^ dp 


a- désignant, pour abréger, 

dZ .dZ 

<s=i h i— - 

dw dp 


Donc, si Ton adopte les mêmes hypothèses que précédemment 
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sur l’expression de Z, on aura 


(66) 


ôxùy üiL^ dç- 


d^Z , d-2Z 


et Féqualion proposée sera ramenée à la forme 

<6,) + + 

' ' L M- tp- 


v'(v'-i)n 

— , 

P' J 


qui est parfaitement symétrique par rapport à u, iv, p. Il suffira 
de rechercher les solutions de cette équation qui sont homogènes 
et de degré zéro. 

Si l’on elfectue le changement de variables suivant 
(68) Z = 


on sera conduit à l’équation nouvelle 


(69) 


- 2 JX. ^6 2 {x' <?ô 

•^0 H rr i — 

U ou V dç 


2V ^0 

w div 


7 


dont il faudra rechercher les solutions homogènes de degré — .v, 
s désignant la somme 

( 70) 5 = {X -4- jx'-î- V -f- 


Une dernière transformation, définie par les formules 

(71) U = ^/u', P = v 7 , «V = v^, P = v/p, 

ramènera l’équation à la forme 


, ()20 
âll-^ 


P 


, an) 




(7^) 


âp'^ 

( iWO / , t\ 

V a j y 2) c>y"“ 


qui donne naissance à des formules analogues à celles que nous 
avons développées au n® 353 relativement à l’équation E(P, P'). 
Si r 'on désigne par 9(p., p.', v, v') une quelconque de ses solutions, 
on aura 


(73) 


P, V, v') = 0((i + i, n', V, v'), 
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et des formules analogues relatives aux dérivées par rapport à 
vv^, /?'. En revenant aux variables z/, r, tv, on voit que Ton 
pourra écrire la formule générale 


^74) 


= 0([JL -!- [jJ -h m', V -h v'-h ji), 


'/) 


dans laquelle les symboles tels que désignent l’opération 

ïTdïi fois, et qui est analogue à la formule de Ja 

page 64- 

On aura, en particulier, 

(75) I 


0(7n, ni\ n, n/) 




7 ^ V'"’ 


\udu) 

\vdvj 

\wdw) 

\pàp) 


La valeur de 6(i, i , i , 1) se trouve aisément. En remontant aux 
équations (66) et (67), on vmît que l’on peut prendre 


(7^) 


0(C, I, I, !) = 


UPiVp 


[F(^) + F,(r)]> 


F et h\ désignant deux fonctions arbitraires. Si l’on écrit cette 
fonction sous forme homogène, on aura 


(77) 


0(i, 


I, I, ï) = 


(iv-b-ip y* 
iwwp 



il suffira de prendre 


. P ( \~1 . 


(78) 


h — m -h niJ -\r II H- il ' — 4ï 


pour obtenir une expression de 9(/?z, m', /?, n^) qui soit homogène 
et de l’ordre que nous avons supposé. La substitution de cette 
expression dans la formule (70) donnera l’intégrale cherchée. 


417. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant quelques 
sujets de recherches, qui se rattachent directement aux propositions 
précédentes : 

Nous avons indiqué les moyens de former un nombre illi- 
mité d’équations harmoniques qui s’intégrent par l’application de 
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la méthode de Laplace. Il y aurait intérêt à déterminer l’ensemble 
des équations harmoniques possédant cette propriété. 

2“ Les équations harmoniques, admettant une infinité de solu- 
tions particulières avec lesquelles on peut former des solutions 
plus étendues, se prêtent à l’application des méthodes deFourier. 
Il semble donc que l’on pourrait déterminer, au moins dans des 
cas très étendus, la fonction ü(j?, r; j#) (n” 358) relative à 
ces équations. Telle est, d’ailleurs, la voie suivie par Riemann 
dans le cas particulier de l’équation E(P, P). 

3" U résulte enfin des calculs du n“ MS que l’élément linéaire 
défini par la formule 


, - M r ^ C » 1 , , 

( ^9 ) ds‘ — 4 - 4 - 4 - (Ix 


est réductible d’une infinité de manières à la forme 


[ 4>( «) — ¥( p)] ( du^ + dv- ). 


On ne connaît pas encore toutes les formes de l’élément li- 
néaire qui possèdent cette propriété. La recherche de ces formes 
entraîne des calculs assez longs que fait prévoir, d’ailleurs, l’é- 
tendue de la solution donnée par la formule précédente. Nous re- 
viendrons sur ce sujet lorsque nous traiterons des lignes géodé- 
siques, et nous nous contenterons de renvoyer le lecteur à un beau 
Mémoire de M. Lie, Untersuchungen über geodàtische Curven^ 
inséré en 1882 aux Malhematische Annalen (t. XX, p. 35y), 
où se trouve indiquée une forme de l’élément linéaire qui est 
comprise comme cas particulier dans celle que nous venons de 
signaler. 
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CHAPITRE X. 

APPLICATIOJNfS GÉOMÉTRIQUES. 

Üélermi nation de toutes les surfaces sur lesquelles les développables d’uoc con- 
gruence donnée interceptent un réseau conjugué. — L’intégration d’une seule 
équation linéaire aux dérivées partielles permet de résoudre ce problème pour 
une suite illimitée de congruences rectilignes. — Problème inverse : Étant 
donné un système conjugué tracé sur une surface, trouver toutes les congruences 
dont les développables interceptent sur la surface ce réseau conjugué. — Double 
solution de ce problème par l’emploi des deux équations, ponctuelle et tangen- 
tielle, relatives au système conjugué. — Troisième problème : Étant donnée une 
surface (S) et un réseau conjugué sur cette surface, déterminer toutes les sur- 
faces (S,) telles que les développables d’une meme congruence inconnue inter- 
ceptent sur (Sj) un réseau conjugué et sur (S) le réseau donné. — Relations 
géométriques entre les deux surfaces (S) et (S,). — Application au cas particu- 
lier où l’on établit une correspondance entre deux surfaces quelconques par la 
condition que les plans tangents aux points correspondants se coupent suivant 
une droite située dans un plan fixe. — Cas où le plan fixe est rejeté à l’infini. — 
Correspondance de Steiner. — Application à l’Optique géométrique. 


418. Les principales applications géométriques des propositions 
que nous avons démontrées dans les Chapitres précédents se déve- 
lopperont dans la suite de cet Ouvrage. Ces pi*oposi lions jouent un 
rôle fondamental dans Tétude de la déformation infiniment petite 
d’une surface quelconque et dans la recherche de toutes les surfaces 
qui admettent une représentation sphérique donnée pour leurs 
lignes de courbure. Nous allons, dès à présent, faire connaître 
quelques résultats très simples, qui doivent être regardés comme 
donnant Fin terpré talion géométrique des théorèmes d’Analyse 
que nous avons démontrés au Chapitre VlII. 

Reprenons les notations du Chapitre l; soit 


(0 


âp âpi dp 


dpi 
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l’équation ponctuelle relative à un système conjugué tracé sur une 
surface donnée (S)^ les coordonnées homogènes t d’un 

point M de la surface seront des solutions particulières de l’équa- 
tion précédente. 

Les coordonnées X, Y, Z, T d’un point quelconque P pris 
sur la tangente en M à la courbe de paramètre p seront (n® 323) 


(•^) 






T 


dt 




A étant une arbitraire dont la variation donnera tous les points de 
la tangente. 

Gela posé, envisageons la congruence (G) formée par l’ensemble 
des tangentes aux courbes de paramètre p. La surface focale de 
cette congruence se compose de deux nappes, la surface (S) et une 
surface (Si), que l’on obtiendrait (n® 323) en attribuant à X la 
valeur a dans les formules (a). Nous allons chercher quelle valeur 
il faut attribuer à cette arbitraire pour que les développables de la 
congruence (G) découpent sur la surface (S) décrite par le point 
(X, Y, Z, T) un système conjugué. Les lignes suivant lesquelles 
la surface (S) est coupée par les développables de la congruence 
sont, évidemment, les courbes de paramètre p et pj : il sera donc 
nécessaire et suffisant que X, Y, Z, T soient quatre solutions 
particulières d’une même équation linéaire du second ordre 


(3) 


dp dpi dp 


B|^+Ge = o, 

(?P1 


de même forme que l’équation (i). 

Si r on substitue dans le premier membre de l’équation précé- 
dente la valeur de X, par exemple, et que l’on élimine au moyen 
de l’équation (i) toutes les dérivées de x prises à la fois par rap- 
port à p et à Pi , on obtiendra un résultat de la forme 


Mo? -4- — + P — -h Q — ; 

dp dp^ 


et cette expression devra s’annuler, ainsi que celles que l’on obtient 
en y remplaçant x par y^ js, t. 
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Si M, N, P, Q n^étaient pas nuis, on aurait nécessairement 


Ü2I 


X 

r 


I 


dx 

dx 

ir-x 



à?l 


dy 

K 

IM 

dp 


à?î 

dz 

dz 


dp 

<)pi 


dt 

dt 


dp 




Mais alors, d’après un résultat donné au n*^ 109 [I, p. iSg], 
l’équation des lignes asymptotiques de la surface (S) deviendrait 

dj- — O. 


La surface serait développable et les courbes de paramètre p 
seraient des génératrices rectilignes. Nous pouvons écarter cette 
Jiypo thèse, dans laquelle le problème proposé n’aurait aucun sens. 
Il faudra donc que M, N, P, Q soient tous nuis, c’est-à-dire que, 
pour toute solution 6 de V équation (i), la fonction 


àpi 


h AO 


vérifie une équation de la forme (3). 

La question d’Analyse à laquelle nous sommes conduits est une 
de celles que nous avons examinées au Chapitre VIII. D’après le 
théorème du n“ 400, le problème ainsi posé n’admet que deux 
solutions. On doit prendre \= a, ce qui donnera la seconde 
nappe (Si) de la surface focale de la congruence (G), ou 


(4) 


. I <90' 


6 ' désignant une solution quelconque de l’équation (i). Celte der- 
nière valeur de \ donne la véritable solution du problème pro- 
posé. Si on la porte dans les formules (a), on obtientle théorème 
suivant, qui a été donné par M. Lucien Lévy, dans le Mémoire 
que nous avons déjà cité [p. 177 ]- 
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Les formules 


(5) 


oà B désigne une solution quelconque de V équation (i), défi- 
nissent la surface la plus générale sur laquelle les dévelop- 
pables de la congruence (G) découpent un réseau ou système 
conjugué. 

La Géométrie explique ainsi très Lien pourquoi la méthode de 
Laplace peut être considérée comme un cas limite des transforma- 
tions plus générales que nous avons définies : parmi les surfaces 
sur lesquelles les développables d’une congruence découpent un 
réseau conjugué, se trouvent évidemment comprises, comme sur- 
faces limites, les deux nappes de la surface focale de cette con- 
gruence. 

Si l’on combine le résultat précédent avec l’application de la 
méthode de Ijaplace, on est conduit à la proposition suivante : 

Etant donnée une surface (5) sur lesquelle on connaît un 
réseau conjugué, désignons par 

(G_0, (G), (GO, ... 

la congruence (G) formée par les tangentes aux courbes de 
paramètre p, et toutes celles que Von en fait dériver géométri- 
quement par la méthode du n^ 322. E intégration de V équa- 
tion linéaire à laquelle satisfont les quatre coordonnées homo- 
gènes dhin point de la surface permet : 

ï® De déterminer toutes les surfaces (S/) découpées suivant 
un réseau conjugué par les développables de Vune quelconque 
des congruences (Gi); 

7.^ De résoudre le même problème lorsqu! on substitue « (S) 
Vune quelconque des surfaces (S/), le système conjugué tracé 


V A y 

X = 0 -r X -r— t 

àpi àpi 

dy 

^ àpi àpi 


z = ô-p -, 

âpi 


àpi' 


àp, dpi 
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sur (Si) étant celai qui est déterminé par les développables 
de (G/)- 

Chaque solution de Véquation linéaire permet de déter- 
miner une surface (S/) pour chacune des congruences (G^-). 


419. La dernière partie de cette proposition peut recevoir l’ap- 
plication suivante. 

Associons au point P, défini par les formules (5) et qui décrit 
la surface (S), le point P| défini par les formules analogues 








oii l’on change p, en p en conservant la même solution 9. Le point 
Pi décrira une surface (S_i) et se trouvera sur la tangente en M à 
la courbe de paramètre pi tracée sur (S). La droite PP^ est donc 
située dans le plan tangent en M à la surface (S). 

Lorsque p et pi varient d’une manière quelconque, cette droite 
engendre une congruence rectiligne : nous allons montrer que P 
et Pf sont les points focaux de la droite PPi- En d’autres 
ternies, (S) et (S__j) constituent les deux nappes de la surface 
focale de la congruence formée par toutes les droites PPj. 

En effet, on peut toujours, en multipliant les solutions de 
l’équation (i) par une fonction de x et de réduire 9 à Tunitc; 
cette équation, devant alors admettre la solution i, se réduira à la 
forme simple 


( 7 ) 


OpOpi ■ ■ ^ûpi 


et les coordonnées des points P et P| deviendront 


_ àv 

A - — , 

11 

<^?ii 

T = 

_ 

Y - 

Il ^ J 

dp 

ds 

Zjl — — J 

dp 

Tt- 

En vertu de l’équation (• 7 ), on 

aura, par exemple. 


àt ^ 

dpi ’ 

àf 

Tp^ 


àx 


= _aXi — ÔX, 


et Jes équations analogues en Y, Z, T. Ces équations expriment 
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évidemment que, lorsque p Avarie seul, le point P décrit une 
courbe tangente à la droite PP^. Ce point est donc un des points 
focaux de la droite PP^ ; et une démonstration analogue prouverait 
de même que Pi est le second point focal. 


420- Proposons-nous maintenant le problème im'^erse du pré- 
cédent. Supposons que l’on demande de trouAcr les congruences 
rectilignes dont les développables découpent sur la surface (S) le 
réseau conjugué considéré (p, 0 ,). Il résulte des équations (5) et 
des déA^eloppements précédents que le problème peut être formulé 
ainsi. 

Etant donnée l’équation 




dp dpi ' ^ dp c)pi 


cô = O, 


à laquelle satisfont ly trouver une fonction g- définie en 

fonction de 9 par une équation de la forme 







et satisfaisant à une équation linéaire 


d-(j 
dp dpi 



-f- vex = O, 


dont ït' sera une solution particulière. 

Nous remarquons d’abord qu’on peut remplacer or par ce qui 

revient à supposer cj^=i. On aura donc, pour déterminer c, les 
deux équations plus simples 


( 9 ) 

(10) 


1x0 = 


d(r 


à-(j n 

“ï — ï ^ * 'î ^ H 3 — ~ ® t 

dp àpi dp dpi 


d’où l’on déduit par un calcul facile 


Il faudra que le second membre soit une différentielle exacte et 
que 3- satisfasse, quel que soit Ô, à l’équation (lo). 



APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 




Cette question est un cas particulier de celle que nous avons 
traitée au n° 402. Les résultats que nous avons obtenus montrent 
que l’on aura 

=/K ^ ^ ’ 

[JL étant une solution quelconque de Téquation adjointe à la pro- 
posée (8). 

Ainsi, si l’on se propose de déterminer toutes les congTiiences 
dont les développables découpent sur une surface (S) un réseau 
conjugué donné, la solution de ce problème dépendra de l’inté- 
gration de l’équation linéaire adjointe à celle que vérifient les 
quatre coordonnées homogènes d’un point quelconque de (S). Si 
[JL désigne une solution quelconque de cette équation, l’une des 
nappes (S) de la surface focale de la congruence cherchée sera 
définie par les équations 



et il résulte des remarques présentées au n® 402 que l’autre nappe 
est définie par des équations toutes semblables, où l’on conserve 
la même solution de l’équation adjointe, mais où l’on échange ci 
et ù, P et p^. 

D’après les remarques qui terminent le Chapitre IV, l’intégra- 
tion d’une équation linéaire et celle de son adjointe sont deux 
problèmes qui se ramènent l’un à l’autre, à quelque point de vue 
que l’on se place. On peut donc dire que la résolution des deux 
problèmes de Géométrie que nous venons d’étudier dépend de 
l’intégration d’une même équation linéaire, l’équation ponctuelle 
relative au système conjugué tracé sur (S). 

421. On peut encore résoudre les deux problèmes précédents 
en employant l’équation tangenlielle relative au sj^stème conjugué 
D. - II. 


13 



LIVRE IV- 


CIIAP. X. 


üG 

et obtenir ainsi, par une voie purement géométrique, la confirma- 
tion du résultat établi au n® -403 [p. 190], relativement aux deux 
équations, ponctuelle et tangentielle, qui se rapportent à un même 
système conjugué. 

Considérons, par exemple, le second problème, celui dans 
lequel on se propose de déterminer les congruences dont les dé- 
veloppables interceptent sur (S) un réseau conjugué donné. Soit 


(la) 


f)(o g fjoj 
dp dpi ‘ dp ‘ ^ dpi 


yw = O 


1 équation tangentielle relative à ce système conjugué. Les coor- 
données ç’, (V, P du plan tangent en M à (S) sont des solutions 
particulières de cette équation. La tangente à la courbe de para- 
mètre pi, par exemple, sera définie par les deux équations 

^ u\~i- ç>Y -f- <pZ p T = 0 , 

(i3; ' dit dv ^ d(v dp 

f *T — A -i T — ï -r- — l* -T- — 1 = 0 . 

' dpi dpi dpi dpi 


L’une des développables de la congruence doit contenir cette 
courbe; son plan tangent en M sera donc défini par l’équation 

(i3 ùzs) UX-r-VY^-WZ-hPT = 0 , 


où Ton a 



À Uj 



Le plan défini par l’équation (i3 bù) doit envelopper une des 
deux nappes de la surface focale de la congruence cherchée; et 
nous savons que, sur ces nappes, les courbes de paramètres p et 
pi doivent tracer un réseau conjugué. Il faudra donc que U, V, 
W, P considérées comme fonctions de p, p^ satisfassent à une 
équation linéaire delà forme (12); et, par suite, on aura 



dit 

dco 

dp, 

— * II- — 5 
dpi 

dç 

d(sj 

dp, 

— p , 

dpi 

dfX' 

dco 

¥1 

— w — J 

dpi 

ÈL 

doj 

dpi 



(U; 
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(O désignant une solution particulière quelconque de Téqua- 
tion ( 12 ). 


422. Nous allons maintenant résoudre un troisième problème de 
Géométrie qui se rattache directement à ceux que nous venons 
d’étudier. 

Etant donnés une surface (S) et un réseau conjugué tracé sur 
cette surface, proposons-nous de déterminer toutes les surfaces 
(Si) J telles que les développables d’une même congruence, d’ail- 
leurs inconnue, interceptent sur (S^) un réseau conjugué et sur 
(S) le réseau donné a priori, 

La solution de ce nouveau problème s’obtient évidemment par 
la combinaison de celles que nous avons fait connaître dans les 
numéros précédents. On déterminera d’abord toutes les con- 
gruences dont les développables interceptent sur (S) le réseau 
donné; et il n’y aura plus ensuite qu’à chercher les surfaces (S^) 
sur lesquelles les développables de chaque congruence obtenue 
interceptent un réseau conjugué. 

Désignons par jc, y, z, t les coordonnées d’un point quelconque 
M de (S); ces coordonnées seront des solutions particulières de 
l’équation ponctuelle 


(i5) 


^20 ao 

-r — T a- — \- b - — 

dp ôpi dp dpi 


cO = O, 


relative au système conjugué tracé sur (S). La surface focale (5) 
d’une congruence dont les développables interceptent sur (S) le 
réseau conjugué donné sera déterminée par les formules (i 1 ), où [/. 
désigne une solution déterminée, mais quelconque, de l’équation 
adjointe 5 et nous savons (n® 402) que l’équation linéaire dont X, 
Y, Z, T sont des solutions particulières admettra pour solution 
générale 

(i6) 


6 étant la solution générale de l’équation (ï5). 

D’après le théorème du n** 418, la surface (S,) la plus générale 
sur laquelle les développables de la même congruence découpent 
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un réseau conjugué sera définie par les formules 

(17) 5?1=X ; -:p-j ^ T—» "•* 

^ ^ d:T dpi d(T âpi 

dpi dpi 

Si Ton remarque que Ton a, d’après les formules (11) el (16), 



on pourra écrire 


(«9) 


Xi = 

X — 

707 

T’ 


: Y- 

0 ’ 

- 

* J 

et Ton déduira de 

là 







(ao) 

dxi 1 

dp “ ( 

^àx 

- 


(î)- 

-ÎH 

fd^ 

(Fp'^ 



et de 

même 









( 21 ) 

dxi 

— =r 

àpi 

(dp. 

\àpl ■ 

— api 

)-?• 

/ ^î■'• 

\¥i 

> 

— aix 

J 


— i 

dpi \ 

^o?\ d fx\ 

fi)- ’'àpi[ïï)- 


On voit donc que, si l’on multiplie x, y, t par 9 , les relations 
entre les deux surfaces (S) et (84) appartiennent au type suivant : 


(22) 


! dûTi «Jj? 

1 dp ^ dp" 

djsi _^dz 
dp ^ dp' 


dti ^ àt 

Ip ~ 


da;i dx 

<>pi ~ 

àpt ‘ àp,’ 

d^i dz 

àpi ~ dpi ’ 

dti dt 

à?i ~ ''^àpi' 


Réciproquement, toutes les fois qu’il y aura, entre les points 
correspondants M et M| de deux surfaces quelconques (S) et 
(84), des relations de la forme précédente, quelles [que soient 
d’ailleurs les valeurs de "k et de [jl, ces surfaces auront entre elles la 
relation que nous nous proposons d’étudier. 

Si Ton élimine, en effet, Xi entre les deux premières équations, 
on obtient l’équation 
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qui est encore vérifiée quand on remplace x par y, ^ et t. Par 
suite les courbes de paramètres p et p, déterminent sur (S) un 
système conjugué. 

La relation analogue 



montre qu’il en est de même pour la surface (Si). 

D’ailleurs le point P ( fig- ^8) de coordonnées ^ ^ se 

^ ^ ' dp àp dp dp 

trouve sur la tangente à la courbe de paramètre p* tracée sur (S); 
et J comme il est identique, d’après les formules (a'î), au point de 

-, , dcp, dvi dzi dti . ^ , 

coordonnées -^5 ^5 -r“’ t“ se trouve sur la tans^ente a la 

dp dp dp dp ^ ^ 

courbe correspondante tracée sur (Si)^ on reconnaît immédiate- 
ment que ces deux tangentes se rencontrent toujours. De même 
les deux tangentes aux courbes de paramètre p se coupent en un 

point P^, de coordonnées 

<)pi dpi dpi dpi 


Fig. qS. 

M 



D’ajirès cela, déplaçons-nous sur une courbe de paramètre p 
par exemple. 

La surface réglée engendrée par la droite MM, , admettant en 
M le plan tangent Pj MM^ et en M^ le même plan tangent Pj M| M, 
sera nécessairement développable. Comme on peut faire le même 
raisonnement pour les courbes de paramètre pi, on reconnaît 
ainsi que les développables de la congruence engendrée par la 
droite MM^ interceptent effectivement sur les deux surfaces les 
deux réseaux conjugués considérés. 


423. Nous allons maintenant établir la propriété la plus essen- 
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tielle de cette théorie et montrer que les développables de la 
congruence engendrée par la droite PP^ correspondent à celles 
de la congruence engendrée par MMi; et, de plus, que P et Pi 
sont les points focaux de la droite PP|. 

Nous avons, en effet, déterminé dans le raisonnement précédent 
les coordonnées des points P et P,. Elles sont 


ôx 


ÔJZ 

Ot 

T?’ 

à?’ 

dp" 

w 

Ox 

àr 

Oz 

dt 


àpi’ 


5^1 ’ 


pour P, 


Écrivons Péquation (28) sous la forme suivante : 

d\ 

^5) 

^ É^pi V^P/ P — 


ôo dr 


Cette relation, où l’on pourrait remplacer x par y, t, exprime 
que le point P décrit, lorsque varie seul, une courbe dont la 
tangente est la droite PPi. En effet, si Ton remplace dans le 
second membre x par x, y, z, tj on a les coordonnées d’un point 
de la droite PPj . On verra de même que le point P^ décrit, lorsque 
P varie seul, une courbe dont la tangente est PP|. La proposition 
que nous avions énoncée est ainsi complètement démontrée. 

Si on la transforme par la méthode des polaires réciproques, 
on obtient le théorème suivant : 


Étant données deux surfaces (S), (S|) cjui se correspondent 
point par point, soient M etlA^ deux points coj'respondants sur 
les deux surfaces et soit PP| la droite intersection des plans 
tangents en ces points- Elle engendre une congruence recti- 
ligne et nous désignerons par P, P| ses deux points focaux. Si 
les droites MP, MPj sont des tangentes conjuguées de (S), et 
de même les droites M, P, Mf P| des tangentes conjuguées de 
(S|), les développables de la congruence engendrée par la 
droite MM^ correspondent à celles de la congruence formée 
par les droites PP^; et elles découpent sur les deux surfaces 
les réseaux conjugués formés des courbes admettant en M les 
tangentes MP, MP| et en M, 7 ^^ tangentes M| P, M, Pj . 

Il résulte immédiatement de ce théorème que la relation entre 
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les deux surfaces (S) et (S,) est dualistique. On ]>oiiiTa donc 
joindre aux formules ( 22 ) les équations analogues, relatives aux 
coordonnées tangentielles des plans tangents en M et en M,, 


Ôlli 




ÔIL 

1 ^ 





\ dp, 


M _ 

jjl' 

ÔÇ 

1 <^P 

0 ? 

dpi 



1^ 


fhvi 


OlX’ 

1 

dp 

àpi 
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! ^ 


dpi _ 

|jl' 




i)pi 




424. Les propositions que nous venons de développer pour- 
raient être démontrées par la Géométrie; pour ne pas étendre 
notre exposition, nous nous contenterons d’appliquer la méthode 
géométrique à la démonstration du théorème suivant : 

É tant donnée une correspondance entre deux surf aces {^') et 
(Si), soient (Jlg- a8) M, Mi les points correspondants et PPi 
V intersection des plans tangents en M e^M|. Si les dé^^elop- 
pables de la congruence (G) formée par la droite MMi corres- 
pondent aux développables de la congruence (K) engendrée 
par la droite PPi; et siy de plus, les points focaux P et Pi de la 
droite PPi sont dans les plans focaux de la droite MMi (c^est- 
à-dire dans les plans tangents aux deux développables qui 
contiennent MMi), chaque point focal se trouvant dans le plan 
focal qui ne lui correspond pas, les deux surf aces (S) (Si) 
sont dans la relation que nous venons de définir, d est-à-dire 
que les développables de la congruence (G) interceptent sur 
(S) et (Si) des familles de combes conj Liguées. 

Considérons, en effet, les deux plans focaux de la droite MMi. 
Ils rencontrent les deux plans tangents suivant des droites MP et 
Mi P, MPi et M|Pi qui se coupent deux à deux aux points P et 
Pi ; et ces points sont, d’après l’hypothèse, les points focaux de la 
droite PPi . 

Lorsque la droite MMi se déplacera infiniment peu en dé- 
crivant un élément de développable dans le plan MPMi par 
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exemple, la droite PPi décrira aussi un élément de développable 
et tournera, d’après l’hypothèse, autour du point P^. 

Soit la position nouvelle de MM|. 11 est aisé d’établir que 

les quatre plans tangents aux deux surfaces en M, M^, M', 
viennent se couper au point P^. En effet, les deux premiers plans 
se coupent suivant la droite PPi, les deux autres suivant la posi- 
tion infiniment voisine de cette droite, qui, par hypothèse, ren- 
contre PP^ en P|. Prenons maintenant les quatre plans dans un 
autre ordre. L’intersection des plans tangents en M et M! est la 
tangente conjuguée de MP; cette tangente viendra nécessairement 
passer par le jDoint P^. Les droites MP, MPt sont donc des tan- 
gentes conjuguées, et il en est de même de M|P, MiP,. C’est la 
proposition que nous avons énoncée. 

42o. Les différents résultats que nous venons d’établir sont 
d’une grande généralité et interviennent comme éléments essen- 
tiels dans différentes recherches géométriques. Nous allons, dès 
à présent, en indiquer une application très simple. 

Etant données deux surfaces (S), (Si) et un plan (P), par 
toutes les droites (d) du plan (P) on mène des plans tangents à 
(S) et à (Si), et l’on établit ainsi une. correspondance entre les 
points des deux surfaces. Nous allons montrer que les dévelop- 
pables de la congruence formée par l’ensemble des droites qui 
joignent les points correspondants interceptent sur (S) et sur (Si ) 
deux réseaux conjugués. 

Soient, en effet, M, Mi les points correspondants de (S) et de 
(Si). Les plans tangents en M et en Mi se coupent suivant une 
droite (d) du plan (P); construisons sur cette droite les deux 
points Q, Q, qui divisent harmoniquement l’angle des deux tan- 
gentes asymptotiques en M à (S) et l’angle des deux tangentes 
asymptotiques en Mi à (St). Les points Q, Qi peuvent être con- 
sidérés, au même titre que tous les autres points de la droite (rf), 
comme les points focaux de la congruence engendrée par cette 
droite. Par suite, comme les droites MQ, MQi sont des tangentes 
conjuguées de (S) et les droites MiQ, MiQi des tangentes con- 
juguées de (Si), il résulte des théorèmes du numéro précédent 
que la droite MMi appartient à une congruence dont les déve- 
loppables découpent des réseaux conjugués sur (S) et sur (Si). 
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Et de plus les plans QMM,, Q^MM, seront les plans focaux de 
MM^, c’est-à-dire les plans tangents aux deux développables qui 
contiennent MM|. 

Il est clair que ces développables ne pourront pas être détermi- 
nées en général; pour les obtenir, il faudra chercber dans le plan 
(P) les courbes qui sont tangentes aux différentes droites (c/) en 
un des points Q, Q,, c’est-à-dire les courbes dont les tangentes 
admettent leur point de contact comme point focal. 

Imaginons, par exemple, que les deux surfaces (S) et (Si) 
soient du second degré. Si l’on mène une droite (d) dans le 
plan (P)j les points focaux de cette droite seront les extrémités 
du segment qui est divisé harmoniquement par les deux surfaces. 
On les obtient, comme on sait, en menant j^ar les quatre points 
communs à (S) et à (S^) situés dans le plan (P) les deux coniques 
tangentes à la droite (d). Si l’on considère une quelconque de ces 
coniques, chacune de ses tangentes admettra son point de contacl 
comme point focal; et, par suite, les développables de la con- 
gruence seront formées des droites MMf qui correspondent aux 
diverses tangentes d’une même conique. On peut donc énoncer 
la proposition suivante. 

Si^ par toutes les droites d^ un plan (P), on mène des plans 
tangents à deux surfaces (S), (Si), la droite qui joint les 
points de contact engendre une congruence dont les dévelop- 
pables découpent sur (S) et sur (Si) des réseaux conjugués. 
Si (S) et (S|) sont du second degrés ces développables peuvent 
être déterminées algébriquement. Les droites qiii^ dans le 
plan (P), correspondent à leurs génératrices rectilignes y sont 
tangentes à une même conique passant par les quatre points 
communs à (S) et à (S|) situés dans le plan (P). 

Les plans tangents aux deux développables qui contiennent 
une même droite MM| coupent les plans tangents aux deux sur- 
faces suivant des droites conjuguées. Ils sont donc conjugués à la 
fois par rapport aux deux surfaces (S) et (Si), c’est-à-dire que 
chacun d’eux contient le pôle de l’autre. 

Si les deux surfaces sont homofocales, les plans conjugués par 
rapport aux deux surfaces sont nécessairement rectangulaires; 
par suite, les deux familles de développables se couperont à angle 
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droit. Nous verrons que cette propriété caractérise les con- 
gruences formées des normales à une surface. Nous sommes 
ainsi conduits à Félégant théorème suivant, que Laguerre, notre 
ami regretté, a obtenu comme conséquence de ses études sur les 
divers modes de génération des evelides (^). 

Étant données deux surfaces homofocales du second degré 
et un plan (P), si Von jyiène, par les droites du plan (P), des 
plans tangents aux deux surfacesj les droites qui joignent les 
points de contact correspondants seront normales à une famille 
de surfaces parallèles. 

426. Nous allons maintenant envisager d’autres applications en 
supposant que les surfaces (S) et (Sj) demeurent quelconques, 
mais que le plan (P) s’éloigne àPinfini. On a alors le théorème 
suivant : 

Si Von mène à deux surfaces (S) (Si) des plans tangents 
parallèles, la droite qui joint les points de contact correspon- 
dants M, M, engendre une congruence dont les développables 
interceptent sur (S) et sur (Si) un réseau conjugué. 

Si l’on choisit pour variables p et pi les paramètres des courbes 
conjuguées qui se correspondent sur (S) et sur (Si), les équa- 
tions ( 22 ) prennent ici la forme 


/ àxi 

^ ôx 

= A J 

dp 

dxi 

dx 

1 0? 

ùpi 

= H-vr» 

dpi 

j àp 
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A — J 

dp 

àyi 

dpi. 
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f àz^ 


dz\ 

dz 

1 dp 

= A — 5 
dp 

dpi 

= p.'T- y 
àpi 


x.,y, Z et^i, j^i, z^ désignant les coordonnées cartésiennes des 
points M et Mi . Ces équations sont évidentes : elles expriment (*) 


(*) Laguerre, Sur quelques propriétés des surfaces anallagmatiques {Bul^ 
letin de la Société philomathique^ p. 17; 1868). Parmi les surfaces auxquelles 
sont normales toutes les droites de la congruence, se trouve toujours une cyclide 
[I, P- 207] si le plan (P) ne passe pas parle centre commua des deux surfaces 
homofocales. Cette cyclide se construit par points de la manière suivante : soit 
(6) la droite, perpendiculaire au plan (P), qui contient les pôles de ce plan par 
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simplement que les tangentes aux courbes correspondantes des 
deux réseaux conjugués sont parallèles. 

Le mode de correspondance précédent a été considéré par 
Steiner (^). Il comprend comme cas particulier la représentation 
sphérique de Gauss; il suffît de supposer que la surface (Sj) se 
réduit à une sphère. Dans ce cas particulier, les deux dévelop- 
pables qui contiennent la droite MM| coupent le plan tangent en 
M| à la sphère suivant des droites conjuguées, c’esl-à-dire rec- 
tangulaires. Les tangentes conjuguées de la surface (S) en M, 
étant parallèles aux précédentes, sont nécessairement rectangu- 
laires; le système conjugué se réduit donc à celui qui est formé 
par les lignes de courbure. Les formules deviennent iden- 
tiques à celles d’Olinde Rodrigues [I, p. 199] qui jouent un rôle 
si important dans la théorie des lignes de courbure. 

Revenons au cas général où la surface (S|) est quelconque, et 
imaginons que cette surface grandisse indéfiniment en demeurant 
homothétique à sa position initiale par rapport à un point fixe O. 
Le système conjugué tracé sur (S) demeurera invariable*, on le 
reconnaît immédiatement, car les systèmes conjugués tracés sur 
(S) et sur (S|) peuvent aussi être définis par la condition, indé- 
pendante de toute congruence, que les tangentes aux courbes cor- 
respondantes des deux systèmes tracés sur les deux surfaces soient 
toujours parallèles ; et cette propriété subsiste évidemment lorsque 
(Si) est remplacée par une surface homothétique. A la limite, 
lorsque (S| ) aura grandi indéfiniment, la droite MMi se confondra 
avec la parallèle menée par le point M au rayon primitif OM|. 
Ainsi : 

Etant données deux surfaces (S), (S|), on leur mène des 
plans tangents parallèles (P), (Pi ). par le point de contact 


rapport aux deux surfaces liomofocales; et soit (cZ') la droite du plan qui coi-res- 
pond à une droite quelconque (rf) de la congruence. Le plan mené par (S) per- 
pendiculairement à i^d") coupe la droite (d") au point où elle est normale à la 
cyclzde cherchée. Si le plan (P) passe par le centre commun des deux surfaces, 
les droites deviennent normales à des surfaces de quatrième classe, corrélatives 
des cyclides, que nous rencontrerons plus loin (Chap. XIV et XV). 

(*) Steiner, Ueber Lehrsâtze von welclien die bekannten Sàtze über parai-- 
lele Curçen besondere Faite sind {Journal de Crelle, l. XXII, p- 76, iS/|6, et 
J. SteineFs gesammclte Werke, t. II, p. 36 t). 
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de (P) et de (S), on mène une parallèle au rcty^on vecteur qui 
joint un point Jîxe de V espace au point de contact de (Pi) et 
de (S,), cette parallèle appartient à une congruence dont les 
développables découpent sur (S) un réseau conjugué. Ce réseau 
correspond à un réseau conjugué de (Sj). 

C'est une généralisation de la propriété bien connue des nor- 
males à une surface. 

4î27. Nous avons, au n® 81 [I, p. gg], indiqué quelques pro- 
priétés des surfaces qui sont engendrées par la translation d’une 
courbe de forme invariable. L’étude du mouvement d’une surface 
qui se déplace en conservant son orientation conduit à des propo- 
sitions analogues. Etant donnée une surface quelconque (S^) et 
un point O dans l’espace, supposons que ce point O soit inva- 
riablement lié à (Si) et déplaçons cette surface parallèlement à 
elle-même, en assujettissant le point O à décrire une surface fixe 
(S). Les positions successives de (Si) dépendent des deux para- 
mètres qui fixent la position du point O ; cette sui'face aura donc 
une enveloppe qu’elle touchera en un nombre limité de points. 
Soient (S'J une position de (Si) et la position correspondante 
de O sur la surface (S). Il est évident géométriquement que les 
points où la surface (S'J touche l’enveloppe sont ceux où le plan 
tangent à (S'J est parallèle au plan tangent à (S) en O'. On aura 
donc la construction suivante de l’enveloppe : 

Menons aux deux surfaces (S) et (Si) deux plans tangents pa- 
rallèles quelconques et soient M, M| leurs points de contact. Le 
rayon vecteur de l’enveloppe sera la résultante ou la somme géo- 
métrique des deux rayons vecteurs OM, OMi ; et le plan tangent 
à l’extrémité de ce rayon vecteur sera parallèle aux plans tangents 
en M et en M,. 

Cette construction montre immédiatement que l’on peut 
échanger (S) et (S|), L’enveloppe demeurera la même si, au 
lieu de déplacer (Si), on déplace (S) de telle manière que le 
point O décrive la sui'face (Si). On a ainsi une généralisation de 
la propriété du n® 81 . 

Reprenons la construction précédente, mais en substituant 
successivement à la surface (Si ) toutes les surfaces homothétiques 
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de (S^) par rapport au centre O. On obtiendra une série d’enve- 
loppes (S), (S'), (S'^), — qui constitueront une famille dont la 
surface (S) fera partie. Soient M, [jl, p.', ... les points qui se cor- 
respondent sur (S), (S), (S'), .... Tous ces points seront en 
ligne droite; les plans tangents en ces points seront tous paral- 
lèles; et enfin les développables de la congruence engendrée par 
la droite . . découperont sur toutes les surfaces un ré- 

seau conjugué correspondant à un réseau conjugué tracé sur 
(Si). Il suffît de supposer que cette surface (S|) se réduit à une 
sphère pour retrouver les propriétés essentielles et bien connues 
des surfaces parallèles. 

428. L’élude de la famille de surfaces que nous venons de dé- 
fînir trouve une application immédiate et très intéressante dans 
l’optique géométrique des milieux homogènes (^). Admettons, en 
effet, que (S|) soit la surface d’onde caractéristique d’un tel 
milieu, c’est-à-dire qu’elle soit le lieu des points atteints après 
l’unité de temps par un ébranlement parti de O. D’après la défi- 
nition même des milieux homogènes, le lieu des points atteints 
après un temps quelconque par le mouvement vibratoire sera la 
surface homothétique de (S|) par rapport à O, le rapport de simi- 
litude étant égal au temps écoulé. Cela posé, imaginons que la 
seconde surface (S) soit une surface d’onde, c’est-à-dire qu’elle 
soit le lieu des points atteints au même instant par un mou- 
vement vibratoire lumineux qui a son origine dans une source 
unique, mais qui peut avoir subi un nombre quelconque de ré- 
flexions ou de réfractions. Proposons-nous de déterminer les posi- 
tions successives que prendra l’onde (S) qui se propage dans le 
milieu. D’après le principe de Hujgens, il faudra construire les 
surfaces d’onde, toutes égales, qui ont pour centres les différents 
points de (S) et qui correspondent à la même durée : leur cn- 
veloppe sera la position nouvelle de (S). 11 résulte de cette con- 
struction que les positions successives de l’onde (S) sont précisé- 
ment les surfaces (S), (S'), . . . que nous venons de définir. Les (*) 


(*) Pour tout ce qui concerne ce sujet, consulter la solide élude de M. Lcvistal 
Recherches (P Optique géométrique, insérée en 1867 au tome IV (P® série) des 
Annales scientifiques de V École Normale supérieure, p. iqS. 
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droites . .. sont les ravons iumineux. La lumière se pro- 
page avec une vitesse uniforme sur charpie rayon ; mais, comme 
elle met le même temps à passer de l’une à l’autre des positions 
de l'onde, la vitesse est dilFérente sur les différents rayons. Elle 
ne dépend d ailleurs rpie de la direction de ces rayons et demeure 
la même pour tous les rayons parallèles, dans le même milieu. Si 
le milieu est isotrope, la surface (S,) est une sphère; les rayons 
lumineux sont normaux à Tonde (S) et à ses positions successives. 
Convenablement transformée, cette propriété subsiste pour tous 
les milieux homogènes : dans chacun de ces milieux, il y a, entre 
la direction du ravon lumineux et celle du plan tangent en un de 
ses points à Tonde qui se propage, une relation constante qui 
dépend uniquement de la constitution du milieu et demeure la 
même quelle que soit la forme de Tonde (S). Cela est évident, car 
le rayon lumineux est parallèle à un certain rayon OMi de la sur- 
face d’onde caractéristique du milieu décrite de 0 comme centre, 
et le plan langent de Tonde est toujours parallèle au plan tangent 
en Ml à cette surface i Si ). 

* \ ' J 

Dans le cas des milieux isotropes, les développables formées 
par les rayons iumineux interceptent sur les différentes positions 
de Tonde un réseau conjugué; celte propriété s’étend aussi aux 
milieux homogènes quelconques. Les développables formées par 
les rayons lumineux découpent sur les positions successives de 
l'onde un réseau conjugué, qui correspond à un réseau con- 
jugué tracé sur la surface d'onde caractéristique du milieu. 

Pour les milieux isotropes, la surface caractéristique étant une 
sphère, le réseau conjugué se réduit nécessairement à celui qui 
est formé par les lignes de coui'bure. 
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CHAPITRE XL 

LES SURFACES A LIGNES DE COURBURE ISOTHERMES. 

Problème de M. Gbristoffcl. — Recherche de tous les cas dans lesquels la cüiTes- 
pondance par plans tangents parallèles établie entre deux surfaces détermine 
un tracé géographique de Tune sur Tautre. — Différentes solutions déjà connues 
de ce problème: les surfaces homothétiques, deux surfaces minima quelconques. 
— Solution nouvelle. — Elle est fournie par des surfaces à lignes de courbure 
isothermes. — Théorème de Bour et de AI. Gliristoffel. — Application aux sur- 
faces minima. — Les surfaces dont la courbure moyenne est constante ont leurs 
lignes de courbure isothermes, c'est-à-dire elles sont iso thermiques. — On 
peut faire dériver de toute surface isothermique une infinité de surfaces iso- 
thermiques nouvelles. — Formation de l’équation aux dérivées partielles du 
quatrième ordre qui caractérise les surfaces isotherrniques. — Seconde pro- 
priété caractéristique : L'équation ponctuelle relative au sj^stème conjugué 
formé par les lignes de courbure doit avoir scs deux invariants égaux. — .Vp- 
plicatioQS. 


429- On peut rattacher aux propositions que nous avons 
données dans le Chapitre précédent l’étude d’une intéressante 
question qui a été posée et résolue par M. Christoffel (^). Propo- 
sons-nous de rechercher tous les cas dans lesquels la correspon- 
dance par plans tangents parallèles établie entre deux surfaces (S), 
(Si) peut donner une représentation conforme ou un tracé géo- 
graphique de l’une des surfaces sur l’autre. 

Soient Z] ^ijyi, les coordonnées cartésiennes rectan- 
gulaires des points correspondants sur les deux surfaces (S) et 
(Si). Prenons comme variables indépendantes p et p^ les para- 
mètres des deux familles conjuguées qui se correspondent sur les 
deux surfaces (-). Les formules ( 27 ) du Chapitre précédent nous 


( * ) E.-B. Christoffel, Ueàer einige allgemeine Eigenschaften der Mini- 
mumsflàchen {Jouj'iial de Crelle, t. LVII, p. 218-22S; 1867). 

(*) Nous écartons, on le voit, le cas exceptionnel où ces deux familles vien- 
draient se confondre et se réduiraient à une famille de lignes asymptotiques. Le 
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el il faudra que Ton ail 

i > I (l.f'l — cÎy \ -- dz\ — k-{dx-~ dy- -r- dz-')^ 

k désignant une fonction quelconque de o et de p,. Les équations 
( 1 } et { 2 > expriment toutes les relations qui doivent exister entre 
les deux surfaces t S i et (S s'). 

Introduisons, pour abréger, les quantités £, F, G définies par 
la formule 

r ) dr^-i~ dy--. dz-^~ E dp^-^ 2 F c/p G f/pf. 

L'équation ? 2 ), dans laquelle on remplacera les dérivées de 
Vi, par leurs valeurs déduites des formules (i), se décomposera 
dans les trois relations suivantes 

I i î <' À- — A - > E = O J ( À jjL — k*) F = O, ( [JL- — A'-) G = o, 

qui devront être vérifiées toutes les trois. 

Les dillerentes solutions de ce système de trois équations simul- 
tanées appartiennent à Pun des types suivants : 

E = O, G = O, À|x — /c- = O ; 

E = O, [JL- — k' = 0 , F = O : 

E = O, U- — k- = O, Xp. — /:2 = O ; 

X- — /.2 = O, _ /- 2 ^ O, X.JL — k^ = 0 : 

X^--/:2=o, F = o. 

Dans la première solution, E et G étant nuis, les deux familles 
conjuguées seront formées de lignes de longueur nulle ; (S) et(S^) 
seront donc (u® 186) des surfaces minima. Deux surfaces minima 
quelconques nous donnent, en effet, une solution du problème 
proposé; cela a été démontré au n® 214 [I, p. 3 29 ]. 

lecteur traitera facilcmeut cette hypothèse; elle conduit seulement à deux sur- 
faces homothétiques ou aux surfaces imaginaires, considérées dans la Note du 
n® 116 [I, p. i4S], et dont l’élément linéaire est un carré parfait. 
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La deuxième solution conduit à ces surfaces imaginaires pour 
lesquelles l’élément linéaire est un carré parfait. Nous pouvons la 
négliger. 

La troisième et la quatrième entraînent la relation 

Alors les formules ( i ) nous donnent 

dxy = À dx^ dfi — A dy^ dz^—X dz ; 

A ne peut être qu’une constante : les deux surfaces (S) el (S,) 
sont homothétiques. Cette solution était évidente a prioi'i. 


Il nous reste donc seulement à examiner la dernière solu- 
tion, qui nous donne, en écartant l’hypothèse déjà examinée a= u, 

(5) A = fx = — /■, F = O. 

La dernière équation exprime que les deux familles de courbes 
conjuguées (?) et (p 4) se coupent à angle droit sur les deux sur- 
faces. Ainsi le système conj ligué (?i) est formé des lignes de 
courbure des surfaces (S) et (S,). Nous allons étudier cette solu- 
tion, qui est la seule véritablement nouvelle. 

Toutes les relations entre les deux surfaces sont exprimées pai' 
les formules suivantes 



dx dx 

dy 

dy 


dz dz 




dp 

dpi 

-1- 

dp dpi 

— 0 , 

ÔXi 

dp 

^ dx 

dvi 

"à? 

= 

À 

dy 
dp ’ 

dzi 

dp 

dx^ 

11 

1 

àyi 


x 

ÈL 

d^i 

dpi 

dpi 

à?i 



dpi' 

dpi 


dont nous allons examiner les nombreuses conséquences. 
On pourrait d’abord éliminer - On a, en effet, 


( 8 ) 




D. — H. 


16 



LIVRE IV. — CII-VP. XI. 


•X[ü 

Cl il suffira d'exprimer que les seconds membres sont des difTé- 
rentielles exactes. On trouvera ainsi que x, r. ^ doivent être des 
solutions particulières de l'équation 

il - 0 f/j. If'/, 

i)Z> OZi Üpi riz Op Opi 

Cette équation n'est autre que réquation ponctuelle relative au 
svslèmc conjugué formé des lignes de courbure de (S). Elle a 
d'ailleurs la forme la plus générale des équations dont les inva- 
riants sont égaux. Nous pouvons donc énoncer la proposition sui- 
vante, sur laquelle nous reviendrons plus loin : 

Poi/r qu'une surface (S) soit une solution du problème pro- 
posé, il faut et il suffit que V équation linéaire aux dérivées 
partielles relative au système conjugué formé par ses lignes 
de courbure ail ses invariants égaux. 


431. Celte propriété purement analytique peut recevoir une 
interprétation géométrique très simple. 

Remarquons, d'une manière générale, que l’équation ponctuelle 


« 10 } 


ap opi ' Op ' Opi 




relative à tout système conjugué tracé sur une surface, peut 
toujours être déterminée quand on connaît l’élément linéaire de 
celte surface. Soit, en eflét, 


(il) 


ds- = E dp~-^ il¥ dp dpi ~ G dpi 


1 expression de cet element linéaire. Si 1 on multiplie le premier 

membre de 1 équation (lo) par ~ et si l’on ajoute ensuite les trois 

résultats que Ton obtient en remplaçant 8 successivement par x, 
K, Z, on obtiendra la première des deux équations 


( 12 ) 


{ 1 ^ 

) 1 ^ 
l n âp 


-T- aE-r- 6F = O, 
aF-i- 6G = O, 


qui se déduisent l’une de l’autre par l’échange de c et de Q| et 
qui feront connaître a et b. 
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432. Appliquons cette proposition à l'équalion f 9 ) en re- 
marquant que l’on a ici F — o. Les équations ( 12 ) prendront la 
forme 

c)E _ E ÔA <)G G 

dpi ‘ À dpi dp ^ A dp 

d’où l’on déduit, en intégrant, 



/* désignant une fonction de p et 7 *^ une fonction de fi. L’élément 
linéaire de (S) sera donc exprimé par la formule 

(13) ds^-=^(rdp^~i-ridpj), 

qui caractérise les systèmes isothermes. La surface (S) aura donc 
ses lignes de courbure isothermes; et il en sera de même, évidem- 
ment, de la surface (Si) dont l’élément linéaire, en vertu de la 
formule ( 2 ), aura pour expression 

(14) dsf = X(r dp^-r- n dpf). 

En réunissant tous les résultats précédents, on obtient le 
théorème suivant : 

A toute surface (S) dont les lignes de courbure sont iso- 
thermes et dont r élément linéaire est déterminé par la for- 
mule 

ds^ = J (r dp^-h /‘i dpi) 

on peut faire correspondre une seconde surface (Si) dont 
V élément linéaire a pour expression 

ds\ = A(/’ vi dpX)^ 

et dont les lignes de courbure sont aussi isothermes. 

De plus, on peut toujours placer les deux surfaces de telle 
manière que les plans tangents et les tangentes principales 
aux points correspondants soient parallèles. 

433- Bour avait déjà établi la première partie de ce théorème 
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dans son Mémoire sur la déformation des surfaces (*). Les 
considérations par lesquelles il Ta établie offrent la plus grande 
analogie avec celles que M. Moutard a emplovées pour démontrer 
son théorème fondamental. Le fait s’explique aisément : à chacune 
des surfaces (S ) et (S/j correspond une équation linéaire à inva- 
riants égaux; on passe de l’une à l’autre précisément par l’emploi 
de la méthode de M. Moutard. D’ailleurs le système 

__ ^ éfi ôdi __ . rXi 

O P ôp ^?i 

qui est vérifié par les coordonnées correspondantes x ou 

et > 4 , ou >3 et des points des deux surfaces, est identique à celui 
que nous avons étudié au n” 391. 

En appliquant le théorème précédent à la sphère, qui peut être 
regardée d'une infinité de manières comme une surface à lignes 
de courbure isothermes, Bour a montré que l’on retrouve les sur- 
faces minima les plus générales; et nous avons déjà indiqué cette 
application au n® 205 [I, p. 3i3]. On peut retrouver immédiate- 
ment le théorème de Bour par l’interprétation géométrique du 
système ( 7 ). 

Soient c, c\ les cosinus directeurs de la normale en un quel- 
conque des points correspondants des deux surfaces (S) et (S,). 
Soient R. et R' les rayons de courbure principaux de (S), R| et 
R'j ceux de (S,) au point correspondant. Les formules d’Olinde 
Rodrigues nous donnent 


i - 

\ op 

~ R— =0, 

dûTi 

• R 



1 djr 

. Wi 

f)C 

d^i 


d 

II 

■I' 


<f?i 



En substituant les dérivées de x et de x^ dans les formules ( 7 ), 
on trouve 


(17 J Ri=aR, 

et, par suite. 



(*) Journal de V École Polytechnique. XXXIX® Cahier, p. iiS; 1S62. 
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Si la surface (S) est une sphère, on aura R = R.' et, par suite, 
R, -Î-R'^ = o; (Si) sera une surface minima. Si, au contraire, ( S) 
est une surface minima, on aura R = — R' et, par suite, R, = 

(S|) sera une sphère. On peut donc faire dériver de la sphère 
toutes les surfaces minima^ et les remarques précédentes con- 
stituent une véritable intégration de Téquation auv dérivées par- 
tielles de ces surfaces. 

Proposons-nous maintenant de rechercher tous les cas dans les- 
quels la surface (Si) est parallèle à (S). II suffira évidemment 
d’exprimer que les équations (7) sont vérifiées quand on y rem- 
place 5i respectivement par 

X -7- ac, y -T- ac', ^ -i- 

a désignant une constante. On obtiendra ainsi des relations telles 
que les suivantes : 

dx ^ r)c y dx dx ^ de y dx 

dp dp ^ dp ’ àpi ' dpi ~ " dpi 

En éliminant^? ^ au moyen des équations d’Olinde Rodrigues, 
on trouve 


a , 


a 

R' 


■X. 


Il suffira donc que Ton ait 


a 

a 


I 

R 


I 

R' 


Ainsi la surface (S) devra avoir sa courbure moyenne con- 
stante; et réciproquement à toute surface (S) à courbure 
moyenne constante correspondra une surface (Si) qui sera 
parallèle à (S). La relation entre les deux surfaces étant réci- 
proque, (Si) seraj elle aussi, à courbure moyenne constante. 

Si Ton rapproche cette proposition des résultats précédents, on 
peut conclure que toute surface à courbure moyenne constante 
a nécessairement ses lignes de courbure isothermes. Nous re- 
viendrons sur ce résultat, qui est dû à M. Bonnet (*). 


(*) O. Bonnet, Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une sur- 
face donnée {^Journal de V Ecole Polytechnique, XLII® Cahier, p- 77; 1867). 
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i3i. Après avoir signale les propriélés géométriques qui se 
rallaclient à Félude du problème de M. ChristoffeL nous allons 
indiquer le parti qu'on peut en tirer dans la reclierclie des surfaces 
alignes de courbure isolliermes. Cette reclierclie constitue certai- 
nement un des problèmes les plus difficiles de la Géométrie; elle 
dépend, nous le verrons, de i’intégration d une équation non li- 
néaire du quatrième ordre. Les surfaces du second degré, les cy- 
clides, les surfaces de révolution, les cônes et les cylindres, cer- 
taines surfaces à lignes de courbure planes dans un système qui 
dépendent d'une fonction arbitraire (^), les surfaces minima et, 
plus généralement, les surfaces à courbure moyenne constante ont 
leurs lignes de courbure isothermes. Toutes ces surfaces, aux- 
quelles on peut ajouter celles qu'on en déduit par l’inversion la 
plus générale, ne constituent, cependant, que des solutions extrê- 
mement particulières du problème proposé, qui doit conduire à 
des surfaces contenant quatre fonctions arbitraires dans leur 
équation. Bour, qui a considéré le premier les surfaces à lignes de 
courbure isothermes, annonce, dans la partie de son Mémoire que 
nous avons citée plus haut, que, de toute surface à lignes de cour- 
bure isothermes, on peut déduire une infinité de surfaces ana- 
logues, contenant dans leur équation deux fonctions arbitraires ; 
mais on reconnaîtra aisément que le raisonnement de l’éminent 
géomètre manque de généralité et s’applique à la sphère seule- 
ment . 

Il existe toutefois un moyen de déduire de toute surface à 
lignes de courbure isothermes une infinité de surfaces nouvelles 
contenant dans leur équation autant de constantes arbitraires qu’on 
le veut. Il suffit, pour cela, de combiner les propositions précé- 
dentes avec l’application de l’inversion . 

Désignons, pour abréger, sous le nom de surface isothermique 
toute surface à lignes de courbure isothermes. A toute surface 
isothermique (I), dont l’élément linéaire est donné par la formule 

(ï9) (*) 


(*) G. Darboux, Détermination <r une classe particulière de surf aces à lignes 
de courbure planes dans un système et isothermes {Bulletin des Sciences 
mathématiques J série, t, VII, p. 207; iSS 3 ). 
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rinversion fera correspondre une nouvelie surface isolherinique i l' ; 
dont l'élcment linéaire aura pour expression 

( 20 ) ch - = V- ; 7-,—: v^- ' 

a[(j: — 1 - — c)- j- 

y, ^ désignant les coordonnées rectangulaires du point de la 
surface (I) et a, b, c celles du pôle de l’inversion. 

Or, d’après la proposition de Bour et de M. Christoffel, on peut, 
par de simples quadratures, déduire de la surface (T ) une surface 
isotlierniiquc nouvelle (F) dont Péléinent linéaire aura pour 
expression 

( 21 ) ^"2 ay^-r- (y - b - cyf{r dp^- r, dpi). 

Si l’on recommence, avec celte surface (F), les opérations que 
nous avons appliquées à la surface primitive (I), on introduira trois 
constantes nouvelles. On pourra donc, en répétant indéfiniment 
ces opérations, faire apparaître autant de constantes arbitraires 
qu’on le voudra. 

L’expression de l’élément linéaire de (F) est entière par rap- 
port aux constantes a, 6, c. La même propriété appartient aussi 
aux coordonnées j/', jj" du point de (F). Si Ton pose, en effet, 

( 22 ) 0 = (x-ay-i- iy—by-- {z — cy. 


on verra facilement que l’on a 


ï3) 


et des expressions analogues pour y jz''. Ces formules mettent en 
évidence la propriété annoncée. Si on les applique, par exemple, 
aux surfaces de révolution, on sera conduit à une classe de sur- 
faces dont les lignes de courbure sont planes dans uns 3 ’^stème. Les 
plans de ces lignes enveloppent un cylindre, et ces lignes elles- 
mêmes^ qui sont rectifiables, sont identiques de forme à celles que 
nous avons considérées à la fin du n® 206 [I, p. 3i6]. 

L’application des méthodes précédentes semble être subor- 
donnée à la détermination préalable des lignes de courbure de la 
surface; mais nous démontrerons plus loin qu’une surface isolher- 
mique étant donnée d’une manière quelconque, on peut toujourSy 



LIVRE IV. — CIIAP. XI. 


:>4S 

par de simples quadratures, intégrer V équation différentielle 
des lignes de courbure. 

i3o. Dans un élégant article publié en i8S5, M. J. A\ein- 
garlen < * ) a montré que les surfaces isothermiques peuvent être 
définies par une équation du quatrième ordre à laquelle doit 
satisfaire une des trois coordonnées rectangulaires, considérée 
comme fonction des deux autres; et il a indiqué un moyen de 
former cette équation. L'emploi du système de coordonnées tan- 
gentielles étudié au Livre II [I, p. ^45] permet d’obtenir un 
résultat équivalent et d écrire sous une forme assez simple l’équa- 
tion du quatrième ordre à laquelle doivent satisfaire les surfaces 
isothcrmiqnes. 

Employons, par exemple, le système défini au n® 165 [I, p. a4o] 
et dans lequel réquation du plan langent est 

(' *24) ( ^ P i(. P — a) Y -i- ( aS — i)Z -i- ^ = o, 

ç étant une fonction de a et de Si nous conservons toutes les 
notations de ce numéro, l’équation différentielle des lignes de 
courbure sera 

i 25 ) r f/x- — t = O, 

cl l’élément linéaire de la surface se présentera sous la forme 
^ ^ ^ ds^ — (jz d'x -h dq )(^ - 4 - dp^ 

OÙ Ton a posé, pour abréger, 

1 — aS 

Les paramètres u et p des lignes de courbure seront définis par 
des équations telles que les suivantes 

1 2 “ ) du = A K \[r drL — sft dç — jx (/r d%-^ \fid^^^ 

(*) J. Weixgarten, Ueber die Differentîalgleichungen der Oberflàchen, 
ivelche durch ikre Krümmungsliniea in unendlich kleine Quadrate getheilt 
werden kônnen {Sitzungsberichte der K. P. Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin, t. Il, p. ii63; iSS3). 
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A et ;jL devant être choisis de telle manière que les seconds membres 
soient des diflerenli elles exactes; et il faudra exprimer que l'élé- 
ment linéaire de la surface peut être ramené à la forme 

( ) ds- = E ( du- ~ d^- ). 

En portant dans cette formule les valeurs de du et de c/e, et en 
écrivant que l’expression obtenue est identique à celle qui est 
fournie par la formule (26), on obtient trois équations 

Er(À2-f- ,jL2)=rr(3-^5), 

Er(À 2 ~ |JL-) = K Z -- S), 

2 E s/rt{ ;jl2 — = ( z s f- rt. 


qui se réduisent à deux, comme il fallait sy attendre, et nous 
donnent 

41iA- = , 4ll.jj.--_ 

\/rt \Jrt 

Si donc on pose, pour plus de simplicité, 


(29) 


[E = 


02 ^ri 


on aura 


X = - 


s \Jrt 






et toute la difficulté se réduira à exprimer que, pour une même 
valeur de 6, les deux expressions 

^sjr d% — \ft d% ^ y/r c/a -T- \/î d^ 

Z ~ s-T- \/rt Z s — ^rt 


sont des dilTérentielles exactes. Considérons, par exemple, la 
première ; en écrivant la condition d’întégrabilité, nous obtenons 
le résultat suivant 

/-cllogô ^ dy/r d yfi 

Pour en déduire la condition d’intégrabilité relative à la seconde 
expression, il suffira de changer le signe de y/f . On est ainsi con- 
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duit à deux équations qui yjeriiiellenl de calculer les deux dérivées 
et, par suite, la diiTéreiiliellc totale de logO. On trouve ainsi 




, /)lo£rr 

^ 

V f {^.-S — v'rfJ 

^ /J i) , fz — S — \fri 

— 1 / - — log ;= 

\ \ Z - - S — yjri 


^3; 


et il suflira d exprimer que Je second membre est une dilFérentielle 
exacte pour obtenir Téquation clierchée sous la forme 


, r /) // ô 

r lOü 4 / - ^ lu 

07. Oi t 07\ r 07 


-i'- 

Ji\ 


t 3 


/ 

ir 


-4- 5 -H \/7t \ 
à* — \J rt J 




On voit que cette équation est du quatrième ordre et qu’elle est 
linéaire par rapport aux dérivées de cet ordre. Toutes les fois 
qu'elle sera vérifiée, on pourra déterminer 9, ï/, p par des quadra- 
tures et. par suite, obtenir les lignes de courbure. Ce résultat est, 
d’ailleurs, un simple corollaire d’une proposition générale sur 
laquelle nous aurons l’occasion de revenir. 

L’équation précédente, qui n’est irrationnelle qu’en apparence, 
donne lieu à quelques remarques intéressantes. D’abord il n’ 3 ^ 
apparaît que deux fonctions des dérivées de ç 


r 

1 


et 


Z s ^ \frt _ 
Z -7- s — 


et ces deux fonctions ont une signification très simple. La pre- 
mière fait connaître les deux valeurs du rapport ^ relatives aux 

lignes de courbure. La seconde représente, d’après les formules du 
n‘* 165, le rapport des deux rayons de courbure principaux de la 
surface. On peut ainsi vérifier immédiatement que les surfaces 
minîma sont iso thermiques. Le premier membre de l’équation ( 3 o) 
se réduit alors au seul terme 


ôx 
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qui esl nul, comme oa le reconnaît en substituant les valeurs de 
r et de t qui ont été calculées au n*^ 194 [I, p. 298]. 


436. La méthode que nous avons suivie pour former Téqualion 
aux dérivées partielles des surfaces iso thermiques peut être rem- 
placée par la suivante, qui nous donnera quelques résultats nou- 
veaux. 

Si, entre les deux équations d'Olinde Rodrigiies, 

dx ^ de ÔT ^.àc 

^ R — = O. - — R — = O, 

t)u Ou üv 0^ 


on élimine c, on trouvera réquatîon 


(? — ? > 


du dv 


dç> du 


du dv 


où Ton a désigné, pour plus de netteté, par p et 0' les inverses de 
R et de R', c’est-à-dire les courbures principales. L’équation linéaire 
précédente est celle qui correspond au système conjugué formé 
par les lignes de courbure. Pour exprimer que la surface est iso- 
thermique, il suffira donc d’écrire que cette équation a ses deux 
invariants égaux, c’est-à-dire que l’on a 

d dç ^ d du 
du p — p' dp p — p 


En d’autres termes, l’expression 


(3i; 


— % du. 
dp du 


devra être une dilTérentielle exacte dQ. On peut donner des formes 
très différentes à cette condition. Si l’on retranche ^ u/log(p — - p'), 
on aura 


2 dù — <s?log(p — p') = 


dp du 


? — ?' 


En exprimant le second membre au moyen des coordonnées 
tangentielles (a, p, Ç) employées plus haut, on trouvera, après un 



2'J\ 
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calcul que nous omettons, que l'expression 



doit être une différentielle exacte. On est ainsi conduit à une 
forme nouvelle 



de réquation (3o). 

Nous signalerons enfin une dernière transformation de la diffé- 
rentielle r/Q, qui a été donnée par M. Weingarten. Multiplions, 
dans l'expression (3i le numérateur et le dénominateur du pre- 
mier membre par p — o', afin de rendre le dénominateur rationnel, 
nous trouverons 


(33) ^[Û — log(c — V)] = 




àu 


du — 








Cette relation permet d’écrire, en coordonnées ponctuelles, 
Téqualion aux dérivées partielles des surfaces iso thermiques. 
Supposons, en effet, la surface définie par une équation de la forme 
la plus générale 

.n -) = O. 

Des formules bien connues permettent d’exprimer pp^, p -f- p\ 
(p — p^)- en fonctions rationnelles des dérivées de o par rapport 
à X. r, Or, si Ton désigne par a- une fonction quelconque de 
x, r, Z, les formules d’OIinde Rodrigues conduisent, par un 
calcul facile, à la relation suivante 


*22 

"üïc 


du 



ÔJS 


de ^dd — 


èn 

55 


dc\ 


En remplaçant a- par p -f- p' et en se reportant à l’équation (33), 
on reconnaît immédiatement que d\ù — log(p — p')] prend la 
forme 




d{ Z ■ 


Ox 


'^dc- 


d(p - 


^y 


^-dd- 


à{p- 


-p') 
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Supposons l'expression précédente ramenée à la forme 
V djc-^Ody~Rdz. 

Pour exprimer qu'elle est une diflerentielle exacte lorsqu'on se 
déplace sur la surface, on écrira la condition 

^ djr\ôz dy) ‘ \ ô.zj ' djz\dy àx) 

qui devra être vérifiée pour chaque point de la surface. Telle est 
l'équation obtenue par M. Weingarten. 

437. De quelque manière qu'on la forme, l’équation aux déri- 
vées partielles précédente paraît être d’une intégration difficile. 
Mais il résulte des propositions que nous avons établies une mé- 
thode nouvelle de recherche des surfaces isothermiques qui peut 
conduire sans effort à un grand nombre de ces surfaces. Elles sont 
caractérisées, nous l’avons vu, par la condition que l’équation 
ponctuelle relative au système conjugué formé par les lignes de 
courbure ait ses invariants égaux. Si l’on écrit cette équation sous 
la forme la plus générale en y remplaçant 9 par pQ, on obtient 
(n® 154) [I, p. 22 1 ] l’équation à laquelle satisfont les cinq coor- 
données pentasphériques d’un point de la surface, considérées 
comme fonctions des paramètres p et pi des lignes de courbure. 
En rapprochant tous ces résultats, nous pouvons donc énoncer les 
propositions suivantes ; 

Les cinq coordonnées pentasphériques d^un point de toute 
surface isothermique considérées comme fonctions des para- 
mètres P et Pi des lignes de courbure satisfont cl une équation 
linéaire du second ordre dont les invariants sont égaux. 
Inversement^ si une équation de la forme 

dp dpi 

ouy plus généralement^ une équation à invariants égaux, 
admet cinq solutions particulières x^, ^5 liées par 

V équation 
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les quantités Xi sont les coordonnées pentasphériques qui défi- 
nissent une surface isothermique rapportée à ses lignes de 
courbure 


Celte proposltioQ permet, par exemple, de reconnaître Immé- 
diatement que les cvclides^ pour lesquelles les cinq coordonnées Xi 
sont définies par les formules 


X,: 


/; tf ; — \iai— pi ) 

V fKUi) 


oïl nous conservons les notations du n° 134 [I, p. oo3], sont des 
surfaces isotliermiques. Car les cinq coordonnées précédentes sont 

des solutions particulières de l'équation Ef ? ) (n*’ 336) 

dont les invariants sont égaux. 

Pour donner une application du théorème précédent, consi- 
dérons Téquation 

/>2e 


qui est la plus simple de toutes celles dont les invariants sont égaux. 
Son Intégrale générale étant de la forme 

A?) ?{pî)î 

on voit que l on obtiendra une surface iso thermique si l’on peut 
trouver cinq fonctions fi{f) et cinq fonctions telles que 

l'on ail 


^ [jff ( ? ) i pi d' = o- 

1 

Les équations de ce genre contenant des fonctions arbitraires 
d-arguments différents se rencontrent souvent en Géométrie. Nous 
laisserons au lecteur le soin de résoudre la précédente, nous con- 
tentant d’indiquer le résultat, qui donne les cônes généraux, les 


( ■) Rapprocher cette propositioa des résultats obtenus par M. Cayley dans une 
Xote Sur les surfaces divisibles en carrés par leurs courbes de courbure et 
sur la théorie de Dupin, insérée en 1872 an tome LXXIV des Comptes rendus 
de l’Académie des Sciences, p. 1445. Consulter aussi l’article Sur un point de 
la théorie des surfaces, publié à la page i5i7 du même tome par M. Combescdre. 
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surfaces de révolullon et les Iraosformées par] inversion de ces 
deux séries de surfaces. 

Lorsqu’on aura obtenu une solution du problème, c’est-à-dire 
déterminé cinq fonctions Xi satisfaisant à l’équation 


( 35 ) 




= ÀO 


J 


on en pourra déduire une infinité de solutions nouvelles. II suffira 
d’introduire la solution particulière 



où les constantes a/ sont liées par la relation 



et d’employer cette solution w pour passer, en suivant la méthode 
de M. Moutard, à une nouvelle équation de la forme (35) qui 
donnera à son tour de nouvelles surfaces isothermiques. Ce pro- 
cédé analytique, que nous signalons rapidement, n’est autre que 
la traduction des opérations géométriques indiquées plus haut au 

no 434. 
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CHAPITRE XII. 

TRAJECTOIRES ORTHOGONALES d’cNE FAAIILLE DE SURFACES. 

Condiliori pour que Jos courbes d'uue congruence definie par deux équations 
difTérenlieiles du premier ordre soient normales à une famille de surfaces. 
— Interprétation géométrique de la relation analytique à laquelle on est con- 
duit. — Condition nécessaire etsuftlsanlc pour que les droites d’une congruence 
soient les normales d’une surface. — Propriétés relatives aux deux nappes 
de la surface des centres de courbure. — Intégrale première, obtenue par la 
Géométrie, de Téquation différentielle des lignes géodésiques tracées sur une 
surface du second degré. — Étude du cas où Tune des nappes de la surface des 
centres se réduit à une courbe. — Surface à ligues de courbure circulaires; 
cyclidc de Dupin. — Condition pour que les courbes d’une congruence admet- 
tent une famille de surfaces trajectoires orthogonales lorsqu’on connaît les 
équations en termes finis qui définissent chaque courbe de la congruence. 


438. Nous allons maintenant continuer rétude des congruences 
de courbes en nous plaçant à tin point de vue nouveau. Nous 
chercherons la condition pour que les courbes d’une congruence 
donnée soient les trajectoires orthogonales d’une famille de sur- 
faces. 

Considérons d’abord une famille de surfaces définie, en coor- 
données rectangulaires, par réquation 

si Ton se propose de déterminer leurs trajectoires orthogonales, 
on aura ù intégrer le système d’équations difTéi'cntielles 


dx 

dy 

dz 

~E~ 

à.f 

àf 

dx 

ày 

àz 


Les deux intégrales de ce système contiendront deux constantes 
arbitraires et détermineront, par conséquent, une congruence de 
courbes qui couperont à angle droit les surfaces considérées. 
Donnons-nous maintenant une congruence de courbes, et sup- 
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posons d’abord que les courbes qui la composent soient définies 
seulement par leurs équations diffère miel les, qui seront de la 
Ibrmc 


( 3 ) 


d.r _ dy dz 


X, Y, Z étant des fonctions données de x, z. S’il existe une 
surface (S) coupant à angle droit toutes les courbes, on aura, 
pour chaque point de cette surface, 

X Y 

• i) 


P et q désignant les dérivées de considérée comme fonction de 
X et de J'. 

On voit qu’il n’existe pas, en général, de surface normale à 
toutes les courbes de la congruence; car les deux équations (4) 
peuvent être envisagées comme deux équations aux dérivées pai'- 
lielles auxquelles doit satisfaire une même fonction z de x et de 
r, et deux telles équations n’ont pas, en général, de solution com- 
mune. C’est ce que montre, du reste, le raisonnement suivant. 

S’il existe une fonction satisfaisant aux deux équations(4), les 

valeurs obtenues en dilFérentiant ces deux équations, 

devront être égales; on devra donc avoir 




En développant et en remplaçant /? et ^ [ ar leurs valeurs tirées 
des équations (4), ont trouA^e 



S-upposons d’abord que cette condition ne soit pas vérifiée 
identiquement. Alors elle fera connaître et il faudra chercher si 
les valeurs de z qu’elle détermine satisfont aux équations (4). 
Cela peut arriver; mais il n’est pas démontré, et il n’est pas vrai 
en général, que les valeurs de z définies par l’équation (5) soient, 
D. — II. 17 
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en totalité ou en partie, des solutions communes des équations ( 4 )- 
Ainsi : 

Quand V équation (5) ttaura pas lieu identiquement, les 
courbes de la cancer uence ne pourront être normales qiûci un 
nombre limité de surfaces fournies par les valeurs de z qui 
satisfont n cette équation ; mais, si aucune de ces valeurs de z 
n'est solution commune des équations ( 4 )> H tiy aura aucune 
surface coupant à angle droit toutes les courbes de la con- 
gruence. 

Considérons, par exemple, le système d’équations dilFéren- 
tielles 

dx _ dy __ dz 

x -- b Z — cy y -î- ex — az z ay — bx 

La condition < se réduit ici à la suivante 
« J" -f- h y -7~ cz = O, 

et il est aisé de voir que les équations ( 4 ) ne sont pas vérifiées 
lorsqu’on y substitue la valeur de z qui est définie par cette équa- 
tion. 


i39. Supposons maintenant que Féquation (5) soit identique- 
ment vérifiée; dans ce cas, les deux équations ( 4 ) admettront une 
solution commune qui contiendra une constante arbitraire. 

Il suffit, pour le démontrer, de répéter un raisonnement déjà 
fait au Livre I. Considérons une fonction quelconque z satisfai- 
sant à la première des équations (4). Elle ne vérifiera pas, en gé- 
néral, la seconde de ces équations. En tenant compte de la pre- 
mière et de l’identité (5), on sera conduit à la relation 


dx 





Y 


i) 


qui aura lieu pour toutes les valeurs de x et de On déduit de là 



l’indice o indiquant la valeur de < 7 +^ pour x = Xo- On voit 
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donc que, si y -4- ^ est nul pour x = Xq quel que soit y. il sera 
nul pour toutes les valeurs de x et de Ainsi : 

Toute fonction z satisfaisant à la première des équations (4) 
pour toutes les valeurs de x et de r, et à la seconde de ces 
équations pour x — x^^ satisfera aussi à cette dernière équation 
pour toutes les valeurs de x et de y. 


D’après cela, faisons x = x^ dans la seconde équation (4 ), et 
déterminons la fonction de qui satisfait à cette équation et se 
réduit à ::o y = Vq. Cette fonction contiendra la constante 
arbitraire Co- Puis déterminons une fonction z satisfaisant à la 
première équation (4) et se réduisant à 2 , pour = Xq. En vertu 
de la proposition précédente, cette fonction qui dépend de la 
constante satisfera également aux deux équations (4)- 

Toutes les fois que l’équation (5) sera identiquement vérifiée, 
il y aura, on le yoil^ une famille de surfaces coupant à angle droit 
toutes les courbes de la congruence considérée. Soit 


réquation de cette famille de surfaces. On pourra déterminer la 
fonction f{x^y^ z) parles trois équations 


<6) 


df ^ 

-f- = A\, 

dx 




= XY, 


^->z 

à;, - 


En égalant les différentes valeurs de 


dxdy^ 


que Ton peut dé- 


duire de ces équations, on verra que A doit satisfaire aux trois 
équations 

dx) “■ 


( 7 ) 


dj^ 

_ Y — 

H-Xj 

fdX 

ày 

dx 

\ày 

..àl 

„ d\ 

-H À 

(dY 

'5:- 


\d3 

rj d\ 

^dl 


/dZ 

dx 


-ï- A 

Idar 


On retrouverait la condition (5) en ajoutant ces équations après 
les avoir multipliées respectivement par Z, X, Y. 

Supposons, par exemple, que Pon ait 

^ = o{x), Y=^fy), 


Z = yXz). 
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Les formules f'6) nous monlrenl tout de suite que l’on pourra 
prendre a == î , et l'on aura 

J': - > — / ~ f'i' y} <"(}'“ f vJ.^) 

440. Après avoir obtenu, sous la forme (5), la condition pour 
que les courbes d'une congruence admettent des surfaces trajec- 
toires orthogonales, il nous reste à interpréter celte condition et 
à la traduire par une relation géométrique équivalente. Commen- 
çons par considérer une famille de surfaces (S) et leurs trajectoires 
orthogonales ( G). Soit M un point quelconque de l’espace par 
lequel passe une surface (Al) et une courbe (C). Considérons toutes 
les surfaces (S), engendrées par des trajectoires orthogonales, 
qui contiennent cette courbe (C): et cherchons toutes celles de 
ces surfaces (S) qui admettent en Af pour une de leurs direc- 
tions principales la tangente à la courbe (C). La seconde direc- 
lion principale sera, évidemment, la tangente commune en M à 
(S) et à (5); et, comme ces deux surfaces se coupent à angle droit, 
cette tangente commune ne peut èU'e direction principale de (S) 
sans l’être en même temps de (S) ( * ). Ainsi ; 

Quand les courbes d^inc congruence sont normales à une 
surface (S), toutes les surfaces de la congruence qui passent 
en un point M de et admettent en ce point la normale à 
(-) direction principale forment deux séries distinctes^ 


(*) Considérons, en effet, les représentations sphériques des deux surfaces 

(S), (S) sur une meme sphère. La courbe d’intersection (T) aura deux repré- 
sentations distinctes (y), (y’) suivant qu'on la regardera comme appartenant à 
Tune ou à l’autre des deux surfaces ( — ), (S); et les points m, m' qui se corres- 
pondent sur ces deux courbes sphériques, c’est-à-dire qui sont les représentations 
sphériques d’un même point M de (F), seront toujours à une distance égale à un 
quadrant. La langeiiLe MT en AI à la courbe (F) étant, par hypothèse, une tan- 
gente principale de (S), la courbe décrite par le point m' aura sa tangente 
eu in* parallèle à MT (n** 142) et, par suite, perpendiculaire à l’arc de grand 
cercle mm". Or on sait que, lorsqu’un arc de cercle de longueur invariable se 
meut sur la sphère, il ne peut être normal à la courbe décrite par une de ses 
extrémités sans être normal à la courbe décrite par l’autre extrémité m. Il ré- 
sulte de là que la tangente mt en m à la courbe décrite par ce point est aussi 
perpendiculaire à l’arc et, par suite, parallèle à la tangente MT. Il est ainsi 
établi que MT est aussi une tangente principale de (-). 
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admettant au point M deux plans tangents rectangulaires 
l^rjiii sont les plans principaux de (S)]. 

Nous allons maintenant démontrer la réciproque, et prouver que 
cette relation géométrique est équivalente à Téquation ( 5 ). Re- 
prenons pour cela les équations diflerenti elles des courbes de la 
congruence 

dx _ dv _ dz 

X "■ Ÿ “ T’ 


Les surfaces engendrées par ces courbes devront satisfaire à 
Péquation linéaire 

(Si — Z = o- 

Si Ton veut exprimer qu'une de leurs directions principales au 
point est la tangente à la courbe de la congruence, il 

faudra, dans l’équation dififérentielle des lignes de courbure 

dx -^p dz _ dy -f- q dz 
. dp " dq ’ 


remplacer dxy dy^ dz par X, Y, Z, ce qui donnera 


( 9 ) 


X-h7?Z Y-f-^Z 
7'Xh- 5Y ^X-f-ïY 


En difiFérentiant l’équation (8) successivement par rapport à x 
et à y^ on obtiendra les valeurs de 

/•X + jrY, 

en fonction des dérivées premières; et ces A^aleurs, portées dans 
l’équation (9), nous donneront 


àZ 

dX 

dY 

àZ 

dX 

àY 

dZ 

dX 

dY 

dx 

^ dx 


Oy 

1 

1 


dz " 

1 

1 



P 



^1 



— i 



X 



Y 



Z 



Cette équation du second degré par rapport à p età y, jointe 
à l’équation (8), définira deux systèmes de valeurs de p et de q. 
Supposons, par exemple, que l’on ait pris le point considéré 



LIVRE IV. — CH A P. 


•>r»> 

|iOHr origine des coordonnées et la langenle a la courbe de la 
congruence pour axe des :r. On aura 

X 1 . 

lut ) Y -4- /> r -4- c:? H . . 

I Z = a’:r — ^ j' -4- c' - -4- 

L'équalion (S ) donnera 

P = ô, 

et réqiialion ( lo î 

û = cq- ù — c' } q — U ~ O. 

Aux deux valeurs de €] correspondent deux plans tangents; les 
surfaces qui satisfont à la condition proposée doivent être lan- 
srenlesàl'un ou rautre de ces plans. 

Avec les valeurs i\ l'i de X, Y, Z, la condition (5) se réduit à la 
suivaule 

b' — c=:o; 

et elle exprime, par conséquent, que les deux plans définis par 
réquation (la) sont perpendiculaires. Nous obtenons donc la pro- 
position suivante ; 

Étant donnée une congruence quelconque, les surfaces de 
kt congruence qui sont assujetties à contenir une courbe (K) 
de cette congruence et à admettre en un de ses points M la 
tangente YIT à la courbe comme direction principale forment 
deux séries distinctes et sont tangentes à deux plans différents 
passant par la droite MT. Réciproquement, toute surface de 
la congruence tangente en M à un de ces deux plans satisfait 
il la condition proposée. 

Pour que les courbes de la congruence admettent des sur- 
faces trajectoires orthogonales, il faut et il suffit que les deux 
plans précédents soient toujours rectangulaires (‘ ). 


(•) On peut proposer une autre interprcialion géométrique de la condition 
d'orthogonalité. Étant donnée la courbe (K) et un point M déterminé de cette 
courbe, considérons les courbes infiniment voisines de la congruence, et prenons 
sur chacune d’elles le point M' pour lequel la tangente à cette courbe vient ren- 
contrer la tangente en M à la courbe (K). Le lieu des points ou mieux le 
lieu des droites MM', est un cône du second degré contenant la tangente en M: 
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4ii. Pour montrer par des exemples riililité de la propositioa 
précédente, supposons que Ton connaisse deux familles de sur- 
laces orthogonales se coupant mutuellement suivant des lignes de 
courbure communes. Si Ton considère la congruence formée par 
toute.s ces lignes de courbure, la condition précédente sera évi- 
demment vérifiée : il existera donc une troisième famille de sur- 
faces coupant à angle droit les lignes d'intersection et, par consé- 
quent, les surfaces des deux premières familles. Ainsi : 

Lorsqu'on a deux familles de surfaces se coupant mutuelle- 
ment à angle droit, et suivant des lignes de courbure com- 
miineSy il existe nécessau'ement une troisième famille de sur- 
faces qui forme acec les deux premières un système triple 
orthogonal. 

Supposons encore que la congruence soit formée de droites . 
Toutes les surfaces de la congruence passant en un point M d’une 
droite {d) de la congruence admettront cette droite pour tan- 
gente asymptotique. Mais elle sera, en même temps, direction 
principale si la surface réglée est Tune des surfaces développables 
de la congruence. Donc : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les droites 
d\ine congruence soient les normales d^ une surface est que 
les développables de la congruence se coupent à angle droit. 

C’est là une proposition très importante au point de vue géo- 
métrique (^) et dont il sera utile de développer les conséquences. 

Nous savons que les droites d’une congruence sont, en général, 
tangentes à deux surfaces (S), (2'). Des deux familles de dévelop- 
pables, les unes ont leurs arêtes de rebroussement (C) sur la pre- 


nous laisserons au lecteur le soin de le démontrer. Pour que les courbes admet- 
tent des trajectoires orthogonales, il faut et il suffît que les deux droites d’inter- 
section de ce cône par le plan normal à la courbe (K) soient rectangulaires, 
c’est-à-dire que le cône soit équilatère. 

(') Elle était connue de Malus et de Dupin; mais elle a été établie pour la 
première fois, d’une manière complète, par M. J. Bertrand, dans le Mémoire sur 
la théorie des surfaces inséré en i844 au Journal de Liouville, (f® série, t. IX, 
p. t33). 
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mière surface et touchent la seconde surface suivant des courbes 
t D' ): les autres touchent la première surface suivant des courbes 
iD > conjuguées des courlies (C) et ont leurs arêtes de rebrousse- 
ment i G*), conjuguées des courbes (D'), sur la seconde surface. Si 
donc les deux séries de développables se coupent à angle droit, 
les courbes (C) et les courbes (C‘) auront, en chaque point, leur 
plan osculateur normal à la surface sur laquelle elles sont tracées. 

Les lignes qui sont tracées sur une surface et qui satisfont à 
cette condition que leur plan osculateur soit toujours normal à la 
surface ont reçu le nom de lignes géodésiques. 11 résulte donc de 
ce qui précède la proposition suivante : 

Quand des droites sont normales à une surf ace ^ les arêtes de 
rebroussement des développables formées avec ces droites sont 
des lignes géodésiques de celle des nappes de la surface focale 
sur laquelle elles sont tracées. 

Réciproquement, les tangentes à une famille de lignes géo- 
désiqiies tracées sur une surf ace sont les normales dUine autre 
surface. Dans ce cas, en effet, les plans focaux de chaque tan- 
gente sont le plan tangent à la surface et le plan osculateur de la 
ligne géodésiqiie ; et ces deux plans sont rectangulaires, d’après 
la déûnilioQ même des lignes géodésiques. 

Ces propositions sont immédiatement applicables dans l’élude 
des lignes de courbure. Comme conséquence des remarques pré- 
cédentes, nous obtenons les résultats suivants. 

Soient (S) une surface donnée, (2) et (2') les deux nappes de la 
surface des centres de courbure de (S ). Toute normale en un 
point M de (S) est tangente en un point C à (S), en un point C' à 
(2'); G et C' sont les centres de courbure principaux. Toutes les 
surfaces réglées, engendrées par des normales de (S), qui con- 
tiennent la normale en M sont tangentes en C à la nappe (2) et 
en (C^) à la nappe (2'). Les plans tangents en C et en C^ sont rectan- 
gulaires; ce sont les plans principaux de (S) pour le point M. 

Si l'on se déplace sur une des lignes de courbure, la normale à 
la surface engendrera une surface développable dont l’arête de 
rebroussement, lieu du point C par exemple, sera une ligne géo- 
désique de (2); cette développable sera tangente à la nappe (2^) 
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f'iî tous ies points de la courbe t'D' » décrite par le point C’. Si Von 
se déplace de meme sur Vautre ligne de courbure, le centre de 
courbure correspondant C’ décrira sur la nappe (Z'} une ligne 
géodésique, arête de rebroussement de la développable engendrée 
par la normale; cette développable louchera la première nappe 
( en tous les points d’une courbe (D) décrite par le point C. 

Si, plaçant Vœîl en un point quelconque, on regarde dans la 
direction de Vune des normales de (S), les deux nappes de la 
surface des centres paraîtront se couper à angle droit. 

Réciproquement, ctant données deux surfaces (^), (S ), s'il 
existe des tangences communes à ces deux surfaces, formant 
une congruence et telles que les deux surfaces paraissent se 
couper ù angle droit lorsqu'on regarde dans la direction de 
Vune de ces droites, ces tangentes communes seront les noi'- 
males d^une surface. 

442. Cette dernière proposition trouve une application très 
intéressante dans la théorie des surfaces du second degré. On sait, 
en effet, qu’étant données deux surfaces honiofocales du second 
ordre (S), (S'), elles paraissent se couper à angle droit quand on 
les regarde d’un point quelconque de Vespace; en d’autres termes, 
les cônes de même sommet circonscrits aux deux surfaces sont 
orthogonaux. 11 suit de là que les tangentes communes à deux 
surfaces honiofocales quelconques sont les normales d^ une 
famille de surfaces parallèles. Les arêtes de rebroussement des 
développables formées par ces tangentes communes seront donc 
des lignes géodésiques de celle des surfaces (2), (2") sur laquelle 
elles sont tracées. 

Ces simples remarques donnent immédiatement l’intégrale pre- 
mière de l’équation différentielle du second ordre qui caractérise 
les lignes géodésiques dans le cas des surfaces du second degré. 
Adjoignons, en effet, à la surface donnée (2) une surface homo- 
focale (2^). L’équation différentielle diVpremier ordre qui définit 
les lignes de (2) dont les tangentes sont aussi tangentes à (2^) 
sera, évidemment, une intégrale première de Véquation différen- 
tielle des lignes géodésiques; car elle contient une constante qui 
dépend du choix de (2'). Nous reviendrons plus loin sur ce sujet 
au Chapitre XTV et nous montrerons que les remarques précé- 
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définir par les équations 


raulrc est une livperboie 




Prenons iin point quelconque ') ') sur la première, un 

point cjiieîconqiie z‘^) sur la seconde. On trouvera faci- 

lement 


a" — O- , Cl 




et, par suite, les deux splières qui ont leurs centres respectivement 
sur les deux focales et qui sont définies par les équations 

• l S I J X — ,/•' j2-r- ( V ~ y i- ~ Z- = ( — — x’ -7- k ] 5 

\ / 

nf) i A“ 

' ' ' \s!a^-lA 


sont constamment tangentes Tune à Pautre, la distance de leurs 
centres élanl toujours égale à la somme ou à la différence de leurs 
rayons. Elles enveloppent, par conséquent, la même surface; et 
cette surface répond évidemment aux conditions posées : par suite 
de son double mode de génération, ses normales rencontrent 
nécessairement les deux coniques (* '). 

La variation de la constante k fera connaître toutes les surfaces 
parallèles dont les normales rencontrent les deux coniques. 

Le moyen le plus simple de définir la surface précédente à 
laquelle Dupin avait donné le nom de cyclide, mais que nous 
nommerons cyclide de Dupin pour la distinguer des cyclides les 
plus générales, consiste à employer les coordonnées tan genti elles. 

L’équation tangentielle de la première sphère est 



(') Xous avons di'jà employé ces propositions de Düpix aux n"= 103 et 104 
fl, p. 129 ]. 
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en supposant 


11--=^ F-~ iv- = I. 


"26 «J 


L’enveloppe sera donc définie par Téquation 


( 20 ; 


bu.= ip _ A- 

a J 


On trouverait de même, en employant la seconde sphère, 
l’équation 

( «2 _ I U _ ^ (p _ by2^ 


évidemment équivalente à la précédente 5 car, en la retranchant 
de cette équation, 011 obtient l’identité 

b- {il- -H V- -4- ip- — i) = O. 


445. Jusqu’ici nous avons défini les courbes de la congruence 
par leurs équations différentielles. Supposons maintenant que 
Ton connaisse leurs équations en termes finis ; et commençons par 
le cas le plus simple, celui où ces équations sont résolues par 
rapport aux constantes arbitraires. 

Soient 


(•21 ) 


I b = Z ) 


les équations des courbes de la congruence. On déduit de là par 
la différentiation 


diT dy dz 

da db da db da àb da àh da db da dh 

dy dz dz ày dz dx dx dz dx dy dy dx 

Appliquons l’équation (5) en y remplaçant X, Y, Z par 

da db da db da db da db da db da àb 

dy dy dz dz ’ dz dx dx dz ’ dx ày dy dx ’ 


nous trouverons ainsi 

/da àb da F d /da db da db\ à /da dh da 

dz dz dx dx dz) dy\dx dy dy dx) 

les termes non écrits se déduisant des précédents par des permu- 
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latioQS. La relation paraît compliquée, mais on peut lui donner 
une forme assez élégante 


tUl ôci .ôb 

î ■> > î d ^ —d — 

fjjT *JJ' O Y <! V 


tin ^nb ôb ,da 
àz üz t)x Ox 


i)h - da 
— d — 
Oy Oy 


db . ùa 
TT 

0m>3 


les différentielles totales d se rapportant à un déplacement effectué 
sur la courbe meme de la congruence. 

Soitj par exemple, une congruence définie par les formules 

i «= Ay) 


LV^quation à laquelle il s’agira de satisfaire sera 


-^^,sd.c-^ {fn~rf{) dy -H ( dz=o. 


Il faudra donc que la fonction 





soit constante en tous les points de chacune des courbes; ce qui 
exige, on s’en assure aisément, qu’elle soit une combinaison 
linéaire à coefficients constants des seconds membres des équa- 
tions (îi3). 

On obtient ainsi les équations de condition 
i o' 'd\ — s" çi = m a'— n j 

‘>4) 

\ 4^' 4'"i — 'Y 1 = Y 'l'i ï 

où m et n sont deux constantes, et qui feront connaître les fonc- 
tions 'il lorsqu’on se donnera arbitrairement y, <p, di. 

Ces équations sont vérifiées si l’on considère la congruence 
définie par les formules 

«= -4- f{y) -+-4(^), 

ù = a ®(a?) -4- ,3 f{y) -4- 7 ’K-); 

il suffit de remplacer m et n par zéro. Alors les surfaces trajec- 
toires orthogonales auront pour équation 
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446. Ecrivons maintenant les équations de la congruence sous 
la forme plus générale 

( == 

) / I - 

I rD{jr.y, z, a, ù ) = o. 

On calculera successivement les dérivées de a et de b par rap- 
port à j:, à J' et à et on les portera dans Téquation (1^*^)- On 
obtient ainsi le résultat suivant 


i 


ci% i 



1 ûx Ox 

Oa 

Ob 

. 

Ox üx da 

ob \ 


'IL 



¥ ■ 

(26^ 1 F 

da 

dù i 

V 

da 

; =0, 
db \ 

’ 

d-z 

d'z ; 

F 

ôo 1 

VJ 

i 

dn 

üO ; 

r — 

da 

db ; 

où les différentialions 

se rapportent encore à un 

déplacement 

effectué sur la courbe et où l’on a posé, pour abréger 

î 


127) 



^ Oa: o.r ’ 



le signe S indiquant toujours une somme étendue aux trois coor- 
données. 

La forme même de l’équation (^6) nous conduit à une remarque 
analogue à celle qui a été développée au n® 313. Supposons, pour 
fixer les idées, que les courbes de la congruence soient algé- 
briques ; ^ seront des fonctions de degré déterminé 

et, par suite, le nombre des points de chaque courbe de la con- 
gruence qui satisfont à la relation (26) dépendra de la nature de 
la courlje plutôt que de la nianicre dont a el b entrent dans les 
coefficients. Soit p le nombre des points ainsi obtenus ; on pourra 
énoncer le théorème suivant : 


Les courbes de la congruence ne peuvent être normales à 
plus de P surfaces sans être normales à toute une famille de 
surfaces. 

Supposons, par exemple, que les courbes de la congruence 
soient planes et de l’ordre m. Prenons pour plan des xy le plan 
qui contient l’une des courbes et supposons que la première 
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équation — O représeiUe le plan de la courbe. On aura des ré- 
sultats de la tbruie suivante : 


ôf of , , . , 

- - — m JC ~ il y -r- ff Z - r. = m JC n >' -h ^ ^ H- . 

ou " ^ oh 


Si l'on suppose que la seconde équation delà courbe représente 

Je cylindre qui la projette sur le plan des .ri', ^2, ^ = cpi . ^ 

seront trois fonctions quelconques de x et de y. L’équation (^(i 
prendra alors la forme suivante 



A, B, C étant trois constantes qui dépendent de /??, /?, q \ m\ n\ 
q • L’application du théorème des fonctions homogènes permet 
de réduire cette équation au degré 3 (/?t — i). On aura donc ici 

yi = 3 mi m — i). 

Pour les congruences de cercles, on peut prendre 
'P = .r2-f-r2— 


et p,, p.> se réduisent, on le verra aisément, à des fonctions du 
premier degré. On a alors 



et le déterminant qui figure dans la relation (28) peut se ramener 
au premier degré; le premier membre de cette relation se réduit 
donc au premier degré et Ton a 
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On est ainsi conduit au théorème suivant : 

Lorsque les cercles cV une congruence sont normaux n plus 
de deux surfaces^ ils coupent à angle droit toute une famille 
de surfaces, 


qui a été donné par Pûbaiicour et que nous démontrerons 
plus loin, avec tous les développements qu'il comporte, par une 
analyse plus élégante. 

Lorsque les fonctions jT et sont. Tune cl Pautre, de degré 
supérieur à i, on peut encore, en introduisant les coordonnées 
liomogènes abaisser le degré de la condition (ï^G). SI, 

pour abréger, on désigne par (P, Q) le déterminant fonctionnel 
des quatre fonctions P, Q,/, considérées comme dépendant des 
variables homogènes x. /, on pourra mettre Téquation (26) 

sous la forme suivante : 



m et 11 étant les degrés de f et de o, et A désignant le déter- 
minant 

^ ^ 

da ùb db da 


Le premier membre de Péquation précédente est du degré 
3 (7?^ -f- /I — 2) par rapport aux coordonnées x, t. Par suite, 

si une congruence est formée des courbes qui sont V intersection 
complète de deux surfaces d^ ordres m et /z, les courbes de la 
congruence ne poui'i'ont être normales à plus de 

3 mn{m n — 2 ) 


surfaces distinctes, à moins qid elles ne soient les trajectoires 
orthogonales d^ une famille de surfaces. 

Pour n=z\^ on retrouve la proposition indiquée plus haut, et 
qui a, d’ailleurs, été déjà énoncée par M. Ribaucour. 


iS 


D, — II. 
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CHAPITRE Xm. 

DROITES >'ORAtALES A U2JE SURFACE- 

Tiiûorie directe pour les congruences rectilignes. — Condition pour que des 
droites partant des différents points d'une surface soient normales à une autre 
surface. — Remarque d'Hamilton. — Équation aux dérivées partielles d'une 
famille de surfaces parallèles. — Applications. — Théorème de Malus. — Pro- 
positions de Dupin relatives aux cas où les développables formées par les 
rayons incidents ne sont pas détruites par la réflexion. — Définition des axes 
optiques d une surface. — Pour que des rayons incidents normaux à une sur- 
face aient leurs développables conservées par la réflexion, il faut et il suffit 
fîue ces développables découpent sur la surface réfléchissante un réseau con- 
jugué. — Ombilics catoptriqiies de Dupin. — Exemples particuliers. — Cas où 
les rayons incidents émanent d’un point unique. — Cas où la surface rcfléchis- 
saiile est du second degré. 


447. Dans le Chapitre précédent, nous avons rattaché la théorie 
des congruences rectilignes à des propositions qui s’appliquent 
auK congruences les plus générales. On peut aussi la traiter direc- 
tement de la manière suivante. 

Traçons dans l’espace une surface quelconque (S), assujettie à 
riinique condition de ne pas être formée par des droites de la 
congruence. Les cosinus directeurs r, cv de l’une quelconque 
des droites de cette congruence sont des fonctions déterminées 
des coordonnées rectangulaires x, ^ du point où cette droite 
rencontre la surface (S). Nous allons montrer que la condition né- 
cessaire et suffisante pour que les droites soient normales à une 
même surface est que U expression 

U dx «4 dz 

soit une différentielle exacte, pour tous les déplacements qui 
effectuent sur la surface (S). 

Cette condition est nécessaire; car elle est remplie toutes les 
fois que les droites sont normales, à une surface (S). Soient, en 
effet, X, Y, Z les coordonnées du point où la droite de la con- 
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gruence est normale à ( -). On aura, pour tous les déplacements 
considérés, 

î f ) U d\ -H r d\ — «■ cf/. — O. 

D'ailleurs on peut écrire 

( 7 .) \ = JP — li s, V = r — CS, Z = Z — (V Z. 

Z désignant la distance des deux points j', :?), ( X, 11 , Z). Si 
Ton remplace X , Y, Z par ces valeurs dans l'équation (i), on trouve 

( 3 > dz = U dæ H- t* dy H- «’ dz ; 

le second membre est donc la difFérenlielie de la fonction p. 

Réciproquement, si le second membre est la différentielle 
exacte d’une certaine fonction p, le point défini par les équations 
(ü) vérifiera la relation ( 1 ); et toutes les droites de la congruence 
seront normales à la surface lieu du point (X, Y, Z). La propo- 
sition que nous avions énoncée se trouve ainsi établie. 

448. La démonstration précédente conduit par une voie na- 
turelle aux remarques suivantes, qui sont dues à Hamilton. 

Imaginons que, par chaque point (x, y\ z-) de l’espace, on 
mène une droite. Les cosinus directeurs de cette droite sont des 
fonctions données, mais quelconques, de x, r, z; et la droite 
dépend, en général, de trois paramètres. Dans un Mémoire que 
nous allons citer tout à l’heure, Malus a considéré pour la pre- 
mière fois de tels assemblages de droites, qui sont bien connus 
depuis les travaux de Plücker et qui ont reçu le nom de com- 
plexes. Ces définitions étant admises, voici en quoi consiste la 
proposition d’Hamilton : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les droites 
forment une congruence (^aii lieu de former un complexe^ et 
soient normales à une sitrface est que V expression 

U dx -~vdy-\- cï^ dz 

soit une différentielle exacte pour tous les déplacements pos- 
sibles du point {x, y J z). 

La condition est nécessaire; il suffît, pour le reconnaître, de 
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répéter la démonslralion que nous venons de faire; il reste donc 
à prouver seuteineuL qu'elle est sulllsante. 

Puisque Ton a, par li\ polhèse, 

f : ) U d.c -i- r dy --r- w dz = c/O, 


on pourra écrire 

oO 



Il = ■! 

V = 

ox 


cc qui donnera 



no 



rfO 


f'Â 

ûz" 


La proposition d'Hamillon se ramène donc à la suivante, qui est 
bien connue : 

Etant donnée une fonction satisfaisant à V équation pré- 
cédentCy tes sut faces 

(7) 0 ~ const. 

sont toutes parallèles à Vane déciles. 


Au reste, on peut démontrer directement cette proposition de 
la manière suivante : Menons aux surfaces représentées par 
Téquation (7) des plans tangents parallèles^ les points de contact 
de ces plans seront distribués sur les courbes représentées par les 
deux équations 

O' 

{ s J U = -~ = const., r = — = const. 

- fjy 

Ces courbes, on le reconnaît immédiatement, sont des trajec- 
toires orthogonales de la famille de surfaces (7). On a, en effet, 

__ 

dx dy ày ‘ âz dz âx àx- ’ dy Oxdy ' dz àxdz ^ ’ 

car le second membre n’est autre que la dérivée par rapport à 
X du premier membre de l’équation (6). 

Comme le plan tangent a une direction invariable aux points où 
toutes les surfaces (7) sont coupées par les lignes (8), ces trajec- 
toires orthogonales se réduisent nécessairement à des droites^ et, 
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par suite, réqiiation (r) représente une famille de surfaces pa- 
rallèles. D’ailleurs la droite menée par un point quelconcpie de 
l'espace et définie par les cosinus directeurs w, t’, iv est évidem- 
ment la normale à celle des surfaces parallèles qui passe par le 
point; et elle est, par conséquent, normale commune à toutes les 
surfaces. La remarque d’Hamilton se trouve ainsi complètement 
justifiée. 


449. Les propositions précédentes sont d’un emploi très com- 
mode dans les applications. Supposons, par exemple, que les 
équations d’une droite soient écrites sous la forme 


(9) 


J SP = az -T- 
( y = b Z -1- q. 


ciy 6, /?, q étant des fonctions de deux paramètres; si l’on con- 
sidère le point de la droite qui se trouve dans le plan des et 
qui a pour coordonnées /J, ÿ, o, on aura ici 


(lO) 


U dx V dy -h fp dz 


a dp ->r- b dq 
v7a-^-r-6^-r-~l ’ 


et cette expression devra être une diflercnlielle exacte pour toutes 
les congruences de normales. 

Si la droite est définie de la manière la plus générale par les 
équations 

/ bz — cy-^a 

(u) ■! ex — az-k-b’ = o^ 

\ ay — bx -f- c ~ o. 


données au n® 139 [I, p. xg^î], on aura 


U _ P _ w 
a b c 


yJcL^b^c^- 

En substituant à l’expression 

udx~\-\?dy-\- iv dz 

la suivante 

X du Z diVj 

qui est, en même temps que la première, une différentielle exacte, 
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oa sera conduit à l'expression 

i da db de = 

_3 ■ 1 

i e-> -a h ci. 

a Ij c' j 

qui devra être une dilFérentielle exacte pour toutes les congrueaces 
de normales, 

-ioO. On peut déduire des résultats précédents un théorème 
célèbre, dont la première idée revient à Malus, mais qui n’a été 
complètement établi que par les efforts combinés de Dupin, de 
(iergonne, de Quételet. En voici Ténoncé : 

Si des rayons lumineux sont normaux à une surface, ils ne 
cessent pas de conserver cette propriété après un nombre quel- 
conque de réflexions et de réfractions. 

II suffit évidemment, la réflexion pouvant être assimilée à une 
rétraction d indice — i, de démontrer le théorème pour le cas de 
la réfraction. ^ oici comment on peut énoncer la loi de Descartes. 

Portons sur le ravon incident 3o) une longueur MA = i, 

Fig. 3o. 


= K 



[H 


«isiir le rayon réfracté une longueur MB= /t, n désignant l’indice 
de réhaclion. Composons MA, MB suivant la loi du parallélo- 
gramme, la résultante MC sera normale à la surface dirimante. 
En effet, dans le triangle MBC, on aura 

BC _ MB 
sinBAiG ~ siuMGB ’ 
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OU J ce qui est la même chose, 

; £3) sin AMK = 72 sin I>3IIï. 

C’est la loi connue de la réfraction. 

Soient a, ^3, v, u, r, (v, w', v', t/ les cosinus directeurs de la 
normale à la siu’face, du ravon incident et du ravon réfracté. En 
égalant la projection de MG à la somme des projections MA, MB, 
on a 

/ nu' Il = Xa, 

(i4) } V = X3, 

( 72tv'-i- tr = Xv, 

A désignant la longueur MG. Soient r, ^ les coordonnées rec- 
ta ngulaires de M. On a, pour tout déplacement de M sur la sur> 
face dirimante, 

(i 5) a d.r H- ,3 dy 7 dz = o, 

ou, en éliminant a, ^3, y au moyen des équations précédentes, 

( 16 ) U dx -h V dy -î- tr dz = — /i(w' dx v>' dy w' dz ). 

Cela posé, supposons que les rayons incidents soient normaux à 
une surface (H). Le pi'emier membre sera la ditterentielle d’une 
fonction p qui est, nous l’avons vu plus haut, la distance du point 
M au point P où le rayon coupe normalement la surface (S). En 
vertu de la formule précédente, 

u' dx -î- d dy -î- kv' dz 

sera aussi une différentielle exacte — cl par suite, les 

rayons réfractés seront aussi normaux à une surface (S'). On 
obtiendra le point P' où le rayon réfracté coupe normalement (2') 

en portant la longueur — dans le sens déterminé par son signe, 

sur le rayon réfracté. On verra facilement que les plans normaux 
aux deux rayons, incident et réfracté, en P et en P', vont se couper 
suivant une droite située dans le plan tangent en M à la surface 
dirimante ; cette relation entre les plans tangents aux trois sur- 
faces est d’ailleurs évidente dans le système des ondulations. On 
en déduit que, si /?, et 3 désignent les termes tout connus dans 



LIVRE ÏV. — CH A P. XIII. 

les équations des plans tangents en P, P' et Maux surfaces (1), (S') 
et *à la surface dirimante, on a 

(î ^/ //^* -1- /? = Ào, 

A avant la même valeur que dans les formules (i4j* 

Les surfaces normales aux rayons réfractés ont reçu le nom 
iï an lica astiques ; les résultats précédents peuvent donc s’énoncer 
ainsi : 

Si les rayons incidents sont normaux à une surface Çï.), 
considérons cette surface comme enveloppe de sphères ayant 
leurs centres sur la surface dirimante. Pour obtenir Vanti- 
caustique relative aux rayons réfractés, il faut prendre Pen- 
veloppe de toutes les sphères que Von obtient en réduisant le 
rayon des précédentes dans le rapport de Vanité à Vindice de 
réfraction ('). 

Il résulte de cette construction qu’il sera, en général, impossible 


(’) Voici quelques indications au sujet de la découverte de cette belle propo- 
sition. Dans un ^lémoire portant ce simple titre : Optique et inséré en iSoS au 
XïV** Cahier du Journal de V École Polytechnique. Malus démontre, en pre- 
mier lieu, une propriété intéressante de ces assemblages de droites auxquels 
nous donnons le nom de complexes. Imaginons qu’à chaque point de l’espace 
on fasse correspondre, suivant une loi quelconque, une droite passant par ce 
point, et soit M un point quelconque par lequel passe une droite (rf) du sys- 
tème. Si l’on cherche les points M', înQninient voisins de M, pour lesquels la 
droite correspondante rencontre (c?), on trouve que le lieu des directions MM' 
est un cône du second degré. Après avoir établi cette proposition, l’illustre ph3"^- 
sicicn étudie les assemblages de droites qui dépendent de deux paramètres, c’est- 
à-dire les congruences; et il montre que l’on peut, en général, distribuer les 
droites de la congruence en deux systèmes différents de surfaces développables. 
Il cherche la condition pour que ces deux familles de développables se coupent 
à angle droit, et il reconnaît qu’elle est remplie lorsque les droites sont les nor- 
males d’une surface. 

Faisant ensuite l’application de ces principes généraux à l’Optique, Malus dé- 
montre que, lorsque des rayons incidents émanés d’un point fixe se réfléchissent 
sur une surface quelconque, ils demeurent, après la réflexion, normaux à une 
surface. 

Dans la seconde Partie de son Mémoire, insérée à la page 84 du même Cahier, 
Malus étend cette proposition au cas d’une réfraction unique, et il essaye (p. loi) 
de l’étendre aussi au cas de plusieurs réfractions; mais, trompé par une faute de 
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de séparer analytiquement les deux sytèmes de rayons réfractés 
qui correspondent à des valeurs égales et de signes contraires de 
rindice de réfraction. 

451. Dans son étude du théorème précédent, qu’il a démontré 
seulement pour le cas de la réflexion, Dupin s’était proposé la 
question suivante, qui donne naissance à des recherches intéres- 
sanles. 

Si les rayons kimineux sont normaux à une surface, on peut les 
assembler en deux familles de développables orthogonales. La 
réflexion sur une surface donnée transforme, en général, ces déve- 
loppables en surfaces gauches. Dupin donne de belles propositions 
relatives au cas où les rayons incidents formant une développable 
se réfléchissent suivant des rayons formant également une dévelop- 
pable; et il a reconnu que les traces des deux séries de dévelop- 
pables sur la surface réfléchissante doivent former un système 
conjugué. Les démonstrations de Dupin reposent sur les pro- 
priétés de l’indicatrice et sur celles des surfaces de révolution du 


calcul, il croit que les rayons lumineux cessent, en général, apres une deuxième 
réfraction, d’êlrc normaux à une surface. 

Cest à Dupin que revient le mérite d’avoir énoncé, pour la première fois, dans 
uu Mémoire sur les routes de la lumière que nous citerons plus loin, le 
théorème général, et d’en avoir donné une démonstration géométrique très 
simple, mais pour le cas de la réflexion seulement. D’ailleurs Cauchy, comme 
l’indique Dupin, avait repris et corrigé les calculs de Malus, de sorte qu’aucun 
doute ne subsistait plus sur la portée et la généralité du théorème- Dupin 
s’est contenté de le regarder, dans le cas de la réfraction, comme un simple 
corollaire des propositions qu’il avait données dans sa théorie des déblais et des 
remblais; cette vue était exacte, mais les théorèmes sur lesquels s’appuyait 
Dupin étaient incomplètement démontrés. 

Quelques années plus tard, Quételet a introduit une idée neuve dans cette 
théorie en substituant aux caustiques, dont la détermination est très pénible, 
les caustiques secondaires ou mieux les anticaiistiques qui sont normales aux 
rayons réfléchis ou réfractes. C’est grâce à ses efforts et à ceux de Gergonne que 
le théorème a été enfin simplement et complètement démontré. (Voir le tome l 
de la Correspondance mathématique et physique, j8j5, le tome XVI des An- 
nales de Gergonne Nouveaux Mémoires de V Académie de Bruxelles, 
t. III et IV, 1S26 et 1827.) 

Dans 1 étude que nous avons citée [p. 287], M. Lévislal a étendu le théorème 
de Malus et de Dupin au cas de la double réfraction. 
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second deirré (‘ ). On peut leur substiluer les suivantes, qui nous 
donneront d'ailleurs des résultats nouveaux. 

Gonimençons par considérer des rayons lumineux formant une 
seule développable, et cherchons la condition pour que les rayons 
réfléchis engendrent également une surface développable. 

Soit A-V . . - une ligne de courbure de la développable formée 
par les rayons incidents. Les génératrices qui passent aux points 
A, A', . . . rencontrent la surface réfléchissante (S) eu M, M', . . . 

et se réfléchissent suivant des ravons MB, M'B', Prenons 

MB MA, MB' = MLA', . • . . La courbe BB^ . . sera une trajec- 
toire orthogonale des rayons réfléchis et, par suite, elle sera néceS' 
sairemenl une ligne de courbure si ces rayons réfléchis forment, 
eux aussi, une développable. Les sphères de centres M, M^, ... et 
de rayons MA, MAy . . . enveloppent une surface (S) à ligues de 
courbure circulaires, et les deux courbes AA^, BB', ... de- 
vront être des lignes de courbure non circulaires de cette surface. 
Par suite, les tangentes à ces deux lignes, aux points correspon- 
dants A et B, seront deux génératrices d un cône de révolution 
circonscrit à la surface (S) suivant un cercle, et elles se ren- 
contreront nécessairement. Considérons maintenant la surface 
réglée (A) engendrée parla droite AB^ d’après la propriété que 
nous venons de démontrer, ce sera une surface développable, 
puisqu’elle admet le même plan tangent aux deux j^oints distincts 
A et B. Soient AB, A'B' deux positions consécutives de AB; comme 
elles sont respectivement perpendiculaires aux deux plans tan- 
gents en M et en M^ à la surface réfléchissante (S), elles seront 
aussi perpendiculaires à F intersection de ces deux plans M/, qui 
est la tangente conjuguée de MM^ Ainsi : 

La développable (A) engendrée par la droite AB a, à chaque 
instant, son plan tangent perpendiculaire à la tangente M^. 

Par suite, le plan normal mené par MA à la développable des 
rayons incidents, plan qui est évidemment perpendiculaire à la tan- (*) 


(*) Consulter, dans les Applications de Géométrie et de Méchanique^ le Qua- 
irième Mémoire intitulé : Sur les routes suivies par la lumière et par les 
eorps élastiques, eu général, dans les phénomènes de la réflexion et de la 
réfraction. (Présenté à rAcâdémie des Sciences, te 22 janvier 1816.) 
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gente en A à la ligne de courbure AA' ... de celle développable, 
coupera le plan tangenl en M à la surface réfléchissante suivant la 
droite qui est perpendiculaire à la tangente en A, c’est-à-dire sui- 
vant la tangente M^. En d’autres termes, Le plan tangent à la 
développable suivant le rayon incident et le plan normal qui 
contient ce rayon doivent couper le plan tangent à la surface 
réfléchissante suivant deux droites conjuguées. 

Cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffisante : il suffira, 
pour le reconnaître, de reprendre dans un ordre inverse les raison- 
nements précédents. On en déduit la conséquence suivante. 

La tangente à la courbe d’incidence et sa tangente conjuguée se 
trouvent dans deux plans rectangulaires contenant le raAon inci- 
dent; ces deux plans sont évidemment des plans diamétraux con- 
jugués de tout cylindre de révolution ayant pour axe le rayon 
incident. Par suite, les droites considérées sont des diamètres 
conjugués de la section de ce cylindre par le plan tangent en M. 

D’après cela, si l’on sc donne un rayon incident quelconque 
coupant la surface réfléchissante en M, il ii’y aura que deux direc- 
tions possibles pour la tangente à la courbe d’incidence en M : ce 
seront celles des deux diamètres conjugués communs à l’indica- 
trice de la surface et à la section du plan tangent par le cylindre de 
révolution dont l’axe est le rayon incident. 

On remarquera l’analogie de cette théorie avec celle des lignes 
de courbure; au reste, les deux théories se confondent si l’on sup- 
pose le rayon incident normal à la surface réfléchissante (* ). 

4-d 2- La construction précédente nous conduit à considérer une 
classe de droites qui possèdent des propriétés optiques remar- 
quables. .Supposons que les deux coniques employées dans cette 


(*) Les résultats établis par uotre méthode comprennent ceux sur lesquels 
Dupin s’est appuyé; car, si la surface réfléchissante est une surface de révolution 
du second degré à deux foyers F, F’, les rayons lumineux qui émanent de F se 
réfléchiront vers F’. Construisons le cône formé par les rayons incidents qui ren- 
contrent la section de la surface par un plan (P) ; le plan normal suivant chaque 
génératrice devra contenir la tangente conjuguée de la tangente à la section 
plane et, par suite, passera par le pôle du plan (P). Or, un cône est évidemment 
de révolution lorsque son plan normal va passer par un point fixe. Ainsi, toutes 
les sections planes, vues du foyer, paraîtront des cercles. 
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conslniction soient semblable-'^, c'est-à-dire que le rayon incident 
soit l'axe de l un des quatre cylindres de révolution qui con- 
tiennent l'indicalrice; alors les directions de la courbe d’incidence 
ne seront plus déterminées. Ainsi : 

Si l'on considère en chaque point d'une surface les quatre 
droites, axes des cylindres de résolution qui coupent le plan 
Langent suivant V indicatrice , ou encore lieux des points d'où 
l'on voit deux tangentes conjuguées quelconques sous un angle 
lirait J ces droites formeront quatre systèmes de rayons recti- 
lignes dont les développables se réfléchiront suivant des déve- 
loppables. 


Ces droites sont imaginaires si rindicatrice est hyperbolique; 
dans le cas d'une indicaïrice elliptique, il y en a deux qui sont 
réelles ; ce sont les asymptotes de Thyperbole focale; elles sont 
dans le plan principal qui contient les deux foyers de l’indicatrice 
et placées symétriquement par rapporta la normale. Elles forment 
deux systèmes diflerents et chacun d’eux s’obtient par la réflexion 
de Tautre sur la surface. Nous les appellerons, pour abréger, axes 
optiques. On peut encore les construire comme il suit. 

Menons par les deux tangentes asyniptotiques de la surface ré- 
fléchissante les plans tangents au cercle de l’infini. Ces quatre 
plans se couperont suivant quatre droites, placées deux à deux 
symétriquement par rapport au plan tangent, et qui seront les 
quatre axes optiques relatifs au point considéré. 

Il suit de là que, dans le cas d’une surface du second degré, les 
axes optiques de la surface sont les génératrices rectilignes des 
surfaces du second degré homofocales à la proposée. On peut dé- 
terminer sans aucune intégration les développables formées par 
ces droites; car on sait qu’elles sont les tangentes doubles de la 
développable dans laquelle sont inscrites toutes les surfaces ho- 
mofocales. Or, quand des droites d’une congruence sont les tan- 
gentes doubles d’une développable, il est évident qu’il y en a une 
infinité dans chaque plan tangent de la développable. Ce plan 
touche, en eflét, la développable suivant une droite {d) et la coupe 
suivant une courbe (C); toutes les tangentes de (C) seront des'^ 
tangentes doubles de la développable et devront être considérées 
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comme formant elles-mêmes une surface développable. Ainsi, 
dans le cas des surfaces du second degré, nous saurons distribuer 
les axes optiques en deux séries de développables. Remarquons 
d’ailleurs que ces deux séries de développables sont imaginaires. 

4S3. Les axes optiques jouissent, dans tous les cas, d’une remar- 
quable propriété. Imaginons que des rayons lumineux émanent 
d’un point de l’une de ces droites et forment un pinceau infini- 
ment petit autour de la droite. D’après la propriété des axes 
optiques, les rayons réfléchis, de quelque manière qu’on les as- 
semble, doivent être considérés comme formant une surface déve- 
loppable; et, par conséquent, le faisceau réfléchi paraîtra, lui 
aussi, émaner d’un point unique. 

On peut établir cette conclusion d’une manière plus rigoureuse 
en donnant le complément suivant à notre première proposition. 
Imaginons un rayon AM venant rencontrer en M la surface réflé- 
chissante et se réfléchissant suivant imrajonMB^ et supposons 
que AM fasse partie d’une développable qui se réfléchit suivant une 
développable. Lorsqu’on passera de AM au rayon infiniment 
voisin AAL, le plan AMB sera remplacé par un plan A'M'B' qui 
coupera le premier suivant une droite a, jjl, ^ étant les points 
de cette droite situés respectivement sur AM, sur la normale enM 
et sur BM. Les plans AMB, A'M'B' passant par deux génératrices 
infiniment voisines de la développable engendrée par AM, la 
position limite de a est le point de contact du rayon AM avec la 
courbe qu’il enveloppe; et, de meme, (3 est le point de contact du 
rayon réfléchi BM avec l’arête de rebroussement de la développable 
engendrée par ce rayon. Quant à |jl, c’est évidemment le point où la 
normale au point M' de la courbe d’incidence infiniment voisin 
de M vient couper le plan AMB. Nous avons donc le théorème 
suivant : 

Quand une développable se réfléchit suivant une dévelop- 
pable, la droite qui joint les points de contact des rayons in- 
cident et réfléchi avec les courbes quHls enveloppent vient 
couper la normale à la surface réfléchissante au point ou la 
surface gauche formée par les normales en tous les points de 



>86 LIVUE IV. — CH A P. XII ï. 

la courbe d' incidence est tangente au plan du rayon incident 
et du rayon réfléchi. 

En particulier, quand il s’agit d’un axe optique, qui est né- 
cessairement situé dans un plan principal, toutes les normales 
infiniment voisines de la normale viennent couper ce plan en un 
point dont la position limite coïncide avec celui des deux centres 
principaux où le plan principal est tangent à la surface des centres. 
Si '' désigne ce centre, on voit que ^ devra être sur la ligne av; 
et cette construction est toujours la même, quelles que soient les 
développables formées par les rayons incidents. Si donc ceux-ci 
émanent de a, les rayons rélléchis paraîtront émaner de p. 

Les propriétés établies donnent lieu à un certain nombre de 
conséquences qu’il ne sera pas inutile d’énoncer explicitement. 

Si les rayons incidents sont formés par un système d’axes op- 
tiques de la surface, les développables incidentes se réfléchissent 
suivant d’autres développables, que les rayons incidents soient ou 
ne soient pas normaux à une surface. En dehors de ce cas excep- 
tionnel, on peut dire que, si la réflexion ne détruit pas les deux 
séries de développables, supposées distinctes, formées par les 
rayons incidents, ceux-ci sont nécessairement normaux à une 
surface. Nous avons vu en effet que, si le rayon incident AM est 
donné, les deux seules droites qui puissent être les tangentes en 
M de la trace d’une développable sur la surface réfléchissante sont 
dans deux plans rectangulaires passant par le rayon incident. 
Donc, si les deux séries distinctes de développables formées par 
les rayons incidents doivent subsister après la réflexion, il est né- 
cessaire qu’elles se coupent à angle droit et qu’elles découpent sur 
la surface réfléchissante un système conjugué. Ces deux conditions 
sont d’ailleurs suffisantes. Ainsi : 

Toutes les fois ciue les deux séries de développables formées 
par les rayons incidents se réfléchissent toutes suivant des dé- 
veloppables, les rayons incidents sont normaux à une surface, 
à moins qiûils ne constituent un des quatre systèmes d^axes 
optiques de la surface. 

Pour que des rayons incidents normaux à une surface aient 
leurs développables conservées par la réflexion, U faut et il 
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suffit que ces développables découpent sur la surface réfléchis- 
sante un système conjugué. 

454. Considérons, par exemple, une surface (5), que nous sup- 
poserons quelconque, et des rayons lumineux émanés d’un point 
O. Ces rayons lumineux, qui forment un système (I), se réflé- 
chissent sur (5) et donnent un système (R) de rayons réfléchis 
normaux à une surface (S|), enveloppe des sphères qui passent 
par le point O et ont leur centre sur (S). Cette surface (S|) est 
évidemment homothétique à la podaîre de O par rapport à (^); 
car elle est le lieu des symétriques du point O par rapport à tous 
les plans tangents de (5). Soit OM un rayon incident se réfléchis- 
sant au point M de (S). Supposons l’œil placé en un point O' sur 
la direction du rayon réfléchi; il recevra un pinceau de rayons 
émanés de O et réfléchis dans la région de (S) qui avoisine le 
point M. Ce pinceau de rayons réfléchis, formé par des normales 
à (Si), aura, en général, deux lignes focales, perpendiculaires 
l’une à l’autre et placées aux deux centres de courbure principaux 
de (S| ) qui sont sur la normale O'M. L’image du point lumineux, 
pour l’observateur placé en O', sera plus ou moins confuse; elle 
sera rapportée par cet observateur à un point qu’aucune æègle 
précise ne permet de déterminer. Mais, dans le cas particulier où 
la ligne OM est un des axes optiques du point M, tous les rayons 
réfléchis paraîtront émanés d’un point unique que nous avons 
appris à construire. L’image du point lumineux sera devenue nette 
et les rayons réfléchis auront un foyer qui pourra être réel ou 
virtuel. Le point M a reçu de Dupin le nom àüombilic catop- 
trique justifié par l’analogie qu’il présente aAœc les ombilics ordi- 
naires, SYec lesquels il se confond d’ailleurs lorsque le rayon 
incident est normal à la surface. Si la surface (2) est du second 
degré, il y aura, pour chaque point O, douze ombilics catop- 
Iriques, dont quatre seront réels, situés à l’intersection de celte 
surface et des deux génératrices rectilignes de l’hyperboloïde 
homofocal qui passe au point O. 

Ici les rayons incidents, de quelque manière qu’on les assemble, 
forment toujours des cônes et, par suite, des développables. Pro- 
posons-nous de déterminer les cônes formés par les rayons inci- 
dents auxquels correspondent des rayons réfléchis formant une 
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développable. D’après les propositions précédentes, ces cônes 
devront découper sur la surface réfléchissante deux systèmes de 
lignes conjuguées qui paraîtront se couper à angle droit lorsqu’on 
les regardera du point O. D’ailleurs la délermi nation de ces cônes 
équivaut à celle des lignes de courbure de la surface (S,) ou, ce 
qui est la même chose, de la podaire de (S) relativement au point 
O. Ainsi : 

Étant donnée une surface (S) et un point O, les Lignes de 
courbure de la podaire de (S) relatwe au point O corres- 
pondent à deux systèmes de lignes conjuguées tracées sur (S) 
et qui paraissent se couper à angle droit pour un obsej'vateiir 
placé en O, 

Celle proposition, que le lecteur établira très simplement d’une 
manière directe, permet de déterminer les développables formées 
par les rayons réfléchis lorsque la surface (S) est du second degré. 
On obtient alors la construction suivante, que nous nous conten- 
terons d’énoncer : 

Les courbes d^ incidence des cônes cjui se réfléchissent suivant 
des développables sont à intersection de (S) et des cônes du 
second degré, de sommet O, homofocaux au cône de même 
sommet circonscrit elles sont aussi les courbes de contact 

des développables circonscrites ci (E) et à U une quelconque des 
surfaces du second degré qui passent par V intersection de (S) 
et de la sphère de rayon nul ayant pour centre le point O. 

4 oo. Dans deux Notes publiées en 1872 (^), M. Ribaucour a 
indiqué d’autres applications très intéressantes du théorème de 
Dupin. Elles reposent essentiellement sur la remarque suivante, 
qui est à peu près évidente : 

Pour que les développables dhine congruence découpent sur 
une surface du second degré un réseau conjugué, il faut et il 
suffit que les deux plans focaux de chaque droite de la con- 


( * ) Ribaucour, Sur la théorie des lignes de courbure ( Comptes rendus, 
t. LXXIV, p. 1489 et 1670, 1“ semestre 1872). 
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gi'iiençe soient conjugués par rapport et celte surface^ c^est- 
à-dire que chacun d^eiix contienne le pôle de autre (* ). 

La condition précédente étant indépendante du point où chaque 
droite de la congruence coupe la surface, on en déduit tout d’abord 
la proposition suivante : 

Si les développables formées par les droites d'une con- 
gruence découpent, à leur entrée^ un réseau conjugué sur une 
surface du second degré, elles découpent aussi à la sortie un 
second réseau conjugué. 

Considérons maintenant le cas où les développables se coupent 
à angle droit. On aura alors une congruence de normales (I) dont 
les développables découperont, par hypothèse, un réseau conjugué 
sur la surface du second degré (S). Les deux plans focaux de 
chaque droite (c/) de la congruence, étant à la fois normaux et 
conjugués par rapport à (S), seront aussi conjugués par rapport à 
toutes les surfaces (S/) qui sont honiofocales à (S); par consé- 
quent, les développables de (I) découperont, sur toutes les sur- 
faces (S/), soit à l’entrée, soit à la sortie, des réseaux conjugués. 
Si donc on envisage les droites de la congruence comme formant 
un système de rayons incidents (I), on pourra faire réfléchir ces 
rayons sur une quelconque (Sf) des surfaces (Si). On aura ainsi 
un premier système de rayons réfléchis (If ) dont les développables 
correspondront à celles de (I); et, comme elles découpent sur 
(Si) le même réseau conjugué que les développables de (I), elles 
découperont encore sur toutes les surfaces homofocales des ré- 
seaux conjugués. On peut, maintenant, faire réfléchir le faisceau 
(li) sur une autre surface homofocale (Sg); et ainsi de suite. En 
continuant de cette manière, on obtient une suite, en général 
illimitée, de congruences de normales (I), (Ii), (E)? - -- dont les 
développables se correspondent mutuellement et découpent sur 


(*) Soit, en effet, Ai ua point de la surface, (c^) la droite de la congruence qui 
passe en ce point et AI/, AI/' les traces des deux plans focaux de celte droite sur 
le plan tangent en AI. Le plan focal passant par AI / a, comme on sait, son pôle 
sur la tangente conjuguée de AI/. Pour que les deux plans focaux soient con- 
jugués, il est donc nécessaire et suffisant que AI / et Al/' soient des tangentes 
conjuguées. 

D. — IL 


*9 
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toutes les surfaces homofocales des réseaux conjugués. Si 1 on veut 
suivre un des rayons incidents, on reconnaîtra aisément que ie^ 
deux surfaces homofocales qui sont tangentes à ce^ rayon de- 
meurent aussi tangentes à toutes ses positions successives. 

Ces propriétés si élégantes nous ont paru mériter d être si- 
gnalées. Dans le Chapitre suivant, nous allons poLU’suivre celte 
étude, qui nous permettra d’ailleurs de compléter les résultats 
donnés plus haut sur les lignes géodésiques des surfaces do second 
degré. 
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CHAPITRE XIY. 

LA SURFACE LIE Aï. LIOUVILLE 

ET LES SURFACES DONT LES PLANS PRINCIPAUX SONT CONJUGUÉS 
PAR RAPPORT A UNE SURFACE DU SECOND DEGRÉ. 


Les surfaces donl les plans principaux sont conjugués par rapport à une surface 
du second degré. — Tliéorcme de M. Ribaucour relatif aux développables 
formées par les normales. — Indication de deux surfaces remarquables satis- 
faisant à la déOnition précédente.. — Système des surfaces liomofocales du second 
degré. — Surface qui admet pour normales les tangentes communes à deux 
liomofocales. — Lignes géodésiques de rdlipsoïdc. — Equation en coordonnées 
elliptiques d’une droite quelconque; théorème de Jacobi relatif à l’intégration 
des équations abéliennes les plus simples. — Propositions analogues aux théo- 
rèmes de M. Chasles sur les polygones de périmètre maximum ou minimum in- 
scrits ou circonscrits à une ellipse. — Intégration de l’équation aux dérivées 
partielles des surfaces dont les plans principaux sont conjugués par rapport à 
une surface du second degré. — L’intégrale générale est de forme transcendante, 
mais le théorème d’Abel permet de définir un nombre illimité de solutions 
algébriques. — Extension de la méthode précédente à la détermination d’un 
système triple orthogonal qui dépend de trois fonctions arbitraires d’une va- 
riable. 


4-o6. Considérons, d’une manière générale, une surface (IS) 
dont les plans principaux soient conjugués par l'apport à une sur- 
face du second degré (S), représentée en coordonnées tangen- 
tielles par l’équation 

( ï) A -f- B H- C iv- — — O. 

Soient Z/, ip, p les coordonnées d’un plan tangent quelconque 
de (S). Nous supposerons que l’on ait 

(2) H- -i- iv- = I 

et que l’on ait choisi comme variables indépendantes les para- 
mètres a et ^ des lignes de courbure. On pourra écrire alors 

( 3 ) du^ -1- dv~ -f- dw^ — e doL^ -f- ^ 

et zz, r, IP, P seront (n® 431) des solutions particulières de 
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réqualion 

<>2f) I i)e r}0 I Off ^ 

* ^ 2 e fJ'i dy. 2^ f)y 


D’autre part; réquation du plan langent à la surface étant 


( ^ 


X -H V Y -î- tv Z P = O, 


les plans principaux sont définis par les équations suivantes 




du ^ 

- • Y • 

âiv 

dp 


dx^-- 

dx 

du^ 

• . • 

div 

dp 




à? 


que l’on obtient en prenant les dérivées de la précédente par rap- 
port à a et à La condition nécessaire et suffisante pour que ces 
plans soient conjugués par rapport à la surface du second degré 
(S) est; comme on sait, 


du. du , f)c f>(» àw àfv dp dp __ 

^ ^ ' Ox JS ' dx d^p ' dx dx 

Or cette condition est équivalente à la suivante : la fonction 
(8) cr z= A -i- B G fp- — p~ 

doit être une solation particulière de l’équation linéaire (4); de 
sorte que la recherche des surfaces (S) qui satisfont à la condition 
indiquée peut se ramener au problème suivant : 

Trouver une équation de la forme 

di) d^ 


admettant cinq solutions particulières w, v, tv, /?, a- liées par 
les relations (2) et (8). 

Cette forme particulière donnée au problème va nous conduire 
à une propriété de la surface (S). Remplaçons successivement, 
dans Féquation (4), 9 par z/, v, iv, et ajoutons les équations 

obtenues, après les avoir multipliées respectivement par A ^7 
® JJ’ G En tenant compte de l’équation (■;), nous au- 
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rons 



En intégrant, on trouve 


(10) 





a, désignant une fonction de a; et, si l’on remplace e par sa valeur 
déduite de l’équation (3), on a 




Tout étant symétrique en a et p, on peut joindre à cette relation 
la suivante 




où est une fonction de p. 

Si l’on se reporte aux équations (6), on reconnaît que ces rela- 
tions expriment la propriété suivante : 


Les normales à la surface cherchée en tous les points d\ine 
ligne de courbure de la surface (S) forment une développable 
qui est circonscrite à Vune des surfaces du second degré ho- 
mofocales à (S). 


En effet, l’équation ( 11 ) exprime que le plan principal qui cor- 
respond à la ligne de courbure (a) demeure tangent à une surface 
liomofocale dont le paramètre a, ne dépend que de a. 

La propriété précédente est due à M. Ribaucour qui l’a énoncée 
dans les articles déjà cités; le lecteur pourra l’établir aussi par la 
Géométrie. 


4o7. Nous laisserons de côté, dans l’étude qui va suivre, le cas 
où l’une des fonctions ai, Pi se réduirait à une constante. Alors 
une des nappes de la surface des centres de (S) se réduira à une 
surface (S|) homofocale à (S). Il suffira évidemment, d’après les 
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remarques que nous avons présentées au n° 441 , de tracer sur (S, ) 
une famille quelconque de lignes géodésiques ; leurs tangentes 
seront les normales de la surface cherchée. L^étiide de ce cas spé- 
cial se ramène donc à celle des lignes géodésiques d’une surface 
du second degré, que nous présenterons plus loin. 

On peut, dès à présent, indiquer des solutions assez étendues 
du problème proposé. Considérons la surface définie en coordon- 
nées langenlielles par l’équation 

U > > A U- ^ B r- -H G tp- — />- = ^aii -i- 2 ôc -f- icw -h a A/? -h /c, 

où b. c, //, k sont des constantes quelconques et où l’on sup- 
pose u^ c, iv liés par la relation ( 2 ). Pour tous les points de cette 
surface, la solution que nous avons désignée par cr sera une fonc- 
tion linéaire de u, c, «*, p et, par suite, elle satisfera aussi à l’équa- 
tion (4). Donc : 

La surface représentée en coordonnées tangentielles par . 
l'équation (i3) jouit de la propriété que les normales en tous 
les points dUine ligne de courbure soient tangentes à une 
même surface du second degré homofocale à (S). 

Ce théorème équivaut, évidemment, à l’intégration de l’équa- 
tion différentielle des lignes de courbure; car, si l’on exprime 
que la normale est tangente à une surface homofocale déterminée, 
on aura une équation en termes finis qui déterminera le lieu 
décrit par le pied de la normale. 

Nous retrouverons plus loin la surface définie par l’équa- 
tion (i 3). 


438. On peut répéter la théorie précédente en coordonnées 
ponctuelles. Soient y, z les coordonnées d’un point de (S) et 
posons 

iii) a/* = _}^ -2 


Nous savons (n° 143) que x, z, r, considérés comme fonc- 
tions des paramètres a, ^ des lignes de courbure, satisferont à une 
équation de la forme 


(i5,) 


dî0 dd ()0 

= 0 . 
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Les plans principaux de la surface auront ici pour équations 

/ _ ôx , dy . „ ôz dr _ 

1 ^ “r“ “î~ ^ -T" ^ T" 7“ — 

] doL di. ÔOL (H 


dx 




i V _i_ Y-ii 7 rr _ _ 
! rfS ‘ <?3 iVi 


En exprimant qu’ils sont conjugués par rapport à (S), nous 
obtiendrons la relation 


dx f).r f)v Oy ^ -, Oz Oz Or dr 

d'jL 0 -fi OoL Ou. Ot. Oj 

Cette équation exprime que la fonction 

( 17 , 0-1 = -f- Hy^ _i- G 

est une solution particulière de l’équation (i5); et le problème 
est ramené à trouver une équation de cette forme pour laquelle 
on ait cinq solutions y, <^\ liées par les deux relations (i 4 ) 
et ( 17 ). 

La surface pour laquelle ces cinq solutions sont liées par une 
relation linéaire à coefficients constants 


( 18 ) cfi = ax -i- ôy -r- a Z dr e 

est une cyclide générale; elle donne lieu aux mêmes remarques 
que précédemment; et l’on reconnaît ainsi, par une nouvelle 
méthode, que les lignes de courbure de cette surface sont algé~ 
briques- 


459. Les deux propositions précédentes nous font connaître 
des surfaces pour lesquelles les développables formées par les 
normales interceptent sur une surface du second degré un réseau 
conjugué- Mais ces surfaces» sont loin d’être les seules qui pos- 
sèdent la propriété précédente : si l’on exprime, en effet, que les 
deux plans principaux relatifs à chaque point d’une surface sont 
conjugués par rapport à une surface du second degré, on sera 
évidemment conduit à une équation aux dérivées partielles du 
second ordre. Lorsqu’on emploie les coordonnées ponctuelles, on 
reconnaît aisément que cette équation est linéaire par rapport aux 
dérivées du second ordre de mais elle est d’une forme assex 
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compliquée par rapport à .r, étaux dérivées premières. Nous 
allons mon îrer qu'on peut Tin tégrcr; mais nous devons, aupara- 
vant, rappeler des résultats très importants que la théorie des sur- 
faces homoibcales doit à Jacohi et à M. Liouville. 

Considérons les surfaces liomofocales définies par l’équation 






— 1 = 0 , 


où nous supposerons 

a 3 > b > c. 

On peut les distribuer en trois familles (n” 122) [I, p- 
les ellipsoïdes (p^), les hvperboloïdes à une nappe (pi) et les hj’- 
jïcrboloïdcs à deux nappes (p). On a 

si Ton pose 

\ = — u)(b — u)(c — U). 

I Ç>( M ) = ( tt — p)( M — — pâ). 


on aura identiquement 


! il ) 


r- 


U * b — a * c — i 


I - î 1 W 


et 1 élément linéaire de 1 espace sera déterminé par la formule 


î 23 i 


i-A - — "V ^ - ri- 5 


la somme S étant étendue ici, et dans la suite, aux valeurs o, i , li 
de rindice. 

On sait que, lorsqu’on a un système orthogonal quelconque 
dans lequel rélément linéaire a pouç expression 

t M) ch^- = d^\ + Hi 

on peut écrire les formules suivantes 


(25) 
( iG) 


\àx} ■ \ày) ^ \Tz) - 

Ox ùx djr ùy ' <?- 


A(e) = 
MB, 01 


■(~y 

' ^pj 


àpt dpi 



relatives à deux fonctions 0 , 0 | que Ton suppose exprimées en 
fonction de r, jz dans les premiers membres des équations et 
en fonction de p, p,, p 2 dans les derniers. L’équation 

i -y.y) A(e, ei)=o 

exprime la condition pour que les deux familles de surfaces 
0 = const., 01 == const. 


se coupent à angle droit. 

Si Ton applique ces formules aux coordonnées elliptiques, on 
aura 


<‘i8) 

< 29 ) 




?'(?/) 





f(pi) àe àSi 

o'(pi) dpi dpi' 


Cela posé, voici la remarque essentielle que Ton doit à M. Liou- 
ville ). 


460. Il existe évidemment une fonction 0 dont les dérivées sont 
données par les formules 


(3o) 


/àey^pf-^Api-^n 

\àps/ ~ f{pi) ' 




où A et B désignent deux constantes; et cette fonction 0 satisfait, 
on le reconnaît en appliquant la formule ( 28 ), à Téquation 


(Si) 


A(e) = i. 


on a 
(32) 


Si Ton remplace A et B respectivement par — p) et ap, 


les radicaux pouvant être pris avec des signes quelconques. 
Il résulte immédiatement de l’identité (^5) que l’équation 


0 = const. (*) 


(*) J. Liouville, Sur un théorème de M. Chasles {Journal de Liouvüle, 
t. XVI, p. 6; i85i). Voir aussi t. XII du même Recueil, p. 4 18 et suîv. 
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représente, en coordonnées elliptiques, une famille de surfaces 
parallèles. M. Liou ville a montré que ces surfaces sont celles 
dont Texistence avait été établie a priori par M. Chasles et dont 
les centres de courbure sont distribués sur deux surfaces honiofo- 
cales ( n’* les constantes a et sont précisément les para- 

mètres de ces deux surfaces. Voici comment on peut établir cette 
belle proposition. 

L'équation (3i) étant vérifiée pour toutes les valeurs de a et 
de 5. on peut la dlfférentier par rapport à chacune de ces con- 
stantes, ce qui donnera les deux relations 



qui ont lieu pour toutes les valeurs de a et de p. 

Si l’on remarque d’ailleurs (n*^ 356) que chacun des termes 
de 6, et par suite 0, considéré comme fonction de a et de p, satis- 
fait à Téqualion 








I ^ 

•2 {)% 


i 

‘2 


= 0, 


on reconnaîtra immédiatement que Ton peut ajouter aux deux 
équations (33) la suivante 

(>î) = 


qui s’obtient en les retranchant l’une de l’autre. 

Différentions enfin par rapport à ^ la première équation (33); 
nous obtiendrons 



= O, 


ou, en tenant compte de Téquation précédente, 



équation qu’il serait aisé de vérifier directement. 

L’ensemble des trois équations (33) et (36) exprime que les 
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trois familles de surfaces représentées par les équations 
Ci-) e = const. 

de de 

(38i — =0i=const., -^ = 02 =const. 

ÜOL 0? 

se coupent mutuellement à angle droit; et, comme la première 
famille est composée de surfaces parallèles^ les deux autres le 
sont des deux séries de dé^'eloppables dans lesquelles on peut 
distribuer les normales aux surfaces de la première famille. 

461. Il ne reste plus qu’à obtenir la signification des constantes 
a et Remarquons d’abord que ces constantes sont réelles toutes 
les fois qu’il en est de même des surfaces parallèles ou, ce qui est 
la même chose, de la fonction 0. En effet, /(p) et /(pi) sont po- 
sitives; mais /(oi) est négative. Il faut donc, pour que les dérivées 
de 0 soient réelles, que l’on ait 

(? — ^)(p — ?) > (?1— «)(?!— P)< O. ( P2— a)(p2— fJ) > o: 

ces inégalités montrent non seulement que a et p sont réelles, 
mais aussi que l’on a 

(39) p2< ? <1 ?1 ^ 

a et P pourront être les paramètres de deux hyperboloïdes à une 
nappe, mais non ceux de deux ellipsoïdes ou de deux liyperbo- 
loïdes à deux nappes. 

Considérons maintenant une des développables représentées par 
l’équation 

=01= const., 

dOL 

qui, diffère ntiée, nous donne 

On voit que, si p/ devient égal à a, on a 

dpi= O. 

Donc toutes ces développables sont tangentes à la surface homo- 
focale dont le paramètre est a. 
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De même les développables 
(4i ) — = ^1— const. 

Ô-j 

sont toutes tangentes à la surface liomofocale de paramètre p. Par 
suite, les deux iiomofocales de paramètres a et p forment bien les 
deux nappes de la surface des centres de courbure pour les surfaces 
parallèles représentées par Féquation (Sy). 


462. Nous allons d’abord développer les conséquences des ré- 
sultats précédents en ce qui concerne les lignes géodésiques des 
surfaces du second degré - 
Les développables 


( 4 ^^) 


£0 

<}% 


Si = const- 


étant tangentes à la surface liomofocale de paramètre a ont, par 
suite, leur arête de rebroussement sur la surface de paramètre p 
(tt® 441). Supposons, pour fixer les idées, que cette surface soit 
un ellipsoïde : en faisant, dans l’équation précédente, p 2 = P? on 
trouvera 


(43) 



— =t)/(p) 


c/p 



dpi = const. 


Cette équation représentera une ligne géodésique de l’ellipsoïde 
(P), et il résulte des remarques présentées au numéro cité que 
l’on aura toutes les lignes géodésiques en faisant varier a et la con- 
stante du second membre (*). Il suffira d’ajouter que, d’après la 
forme même de l’équation (43), toutes les lignes géodésiques qui 


(*) Cest à Jacobi que I on doit, comme l'on sait, la détermination des lignes 
géodésiques de Tellipsoïde. ( Voir la Note von der geodütischen, Lïnie auf einem 
Ellipsoid und den verschîedenen Anwendungen einer merksviirdigen analyti- 
schen Substitution, publiée en iSSq au tome XIX du Journal de Crelle, p. Sog. ) 
Cette Note, très importante pour Thistoire des idées de Jacobi et de ses décou- 
Acrtes en Mécanique, a été reproduite en i84i dans le Journal de Liouville 
(t. \I, p. 267). Elle a provoqué presque immédiatement une foule de travaux in- 
téressants qui figurent dans les tomes suivants de ce Recueil. Dans ces dernières 
années, la théorie des lignes géodésiques a été reprise par MM. Cayley et Weier- 
strass et par plusieurs autres géomètres. 
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correspondent à une même valeur de a seront tangentes à une 
même ligne de courbure de Feilipsoïde; car, si a est, par exemple, 

- le paramètre d’un liyperboloïde à deux nappes, on trouve c/p = o 
en faisant p = a. 

463. On peut SC proposer de déterminer l’élément linéaire de 
l’espace lorsqu’on prend pour coordonnées curvilignes les fonc- 
tions 0, 0|, 02 , c’est-à-dire lorsqu’on rapporte les points au sys- 
tème triple orthogonal formé par les surfaces parallèles (0) et les 
deux familles de développables. Un calcul facile donne alors 

,/e^- 4 dBi 

a— 

p — a -* 

Si l’on remplace par on aura l’élément linéaire de l’ellip- 
soïde (P) 

( 43 ) = cie^- -I- 4 ( P - a)( a - Pi ) ; 

et il suffit d’appliquer un théorème de Gauss que nous donnerons 
plus tard pour retrouver les résultats précédents, c’est-à-dire pour 
reconnaître que les courbes 

0^ = const. 

sont des lignes géodésiques. La formule précédente fera ainsi 
connaître la longueur de l’arc et les trajectoires orthogonales des 
géodésiques tangentes à une même ligne de courbure. 

464. Nous nous sommes étendu sur les remarques précédentes 
qui complètent les résultats déjà donnés au n° 442. Nous allons 
maintenant développer d’autres conséquences et considérer les 
deux équations simultanées 

oe de 

(46) = const., = const., 

qui représentent l’intersection de deux développables appartenant 
à des sytèmes différents, c’est-à-dire une droite tangente aux deux 
surfaces homo focal es (a) et (P). 

D’après la définition de 0, la longueur s portée sur la droite à 
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partir d'une origine convenablement choisie sera égale a (-). On 
aura 

(*:) 

Si nous différenlions celle équation en même temps que les 
deux précédentes, nous obtiendrons un système que l'on ramènera 
aisément à la forme suivante : 


^ dOi 

= 0, 

^ *)(?<•—?)/(?«) 


p/ doî 

= 0. 

>/ « Pi ^)( pi ? ) fK pi) 


^ pf ^pi 

ris. 

^ A ?i ?i) 


«iliaque radical devant être pris avec le même signe dans les trois 
équations. 

Les deux premières, qui ne contiennent pas s, sont évidemment, 
en coordonnées elliptiques, les équations différentielles d^une 
droite tangente aux deux surfaces homofocales (a) et (fi). 
Cette proposition de Jacobi (*) donne, dans le cas le plus simple, 
l’interprétation géométrique du théorème d’Abel. On voit que les 
équations (48) peuvent être intégrées de deux manières différentes : 
«in peut d’abord employer des quadratures qui établiront des re- 
lations entre des intégrales hyperelliptiques ; mais on peut aussi 
les intégrer algébriquement ; car il suffira d’écrire les équations 

i 49 ) ./* = JUS -T- «J y = nés -î- n\ z = m" s 

et d’adjoindre à la condition 

ni- ~ né- -i- m'^- = i 

les deux relations qui expriment que la droite est tangente aux 
deux surfaces homofocales de paramètres a et p. On remplacera 

(*) Voir la Note déjà citée plus haut et la trentième Leçon des Vorleswigeii 
liber JOynamik, On pourra consulter aussi le second Mémoire sur quelques cas 
parliciiliers où les équations du mouvement d^un point matériel peuvent s'in- 
tégrer publié par M. Lioüville en 18^7 {Journal de Liomille, t. XIT, série, 
p. 4 10). 
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ensuite z en fonction de p, pt, p 2 et Ton obtiendra les in- 

tégrales algébriques du s^’stènie (48). Ces intégrales peuvent être 
présentées sous des formes très variées ; mais nous nous attacherons 
surtout aux propriétés géométriques. 

46o. Jusqu’ici nous avons fait abstraction des signes des 
radicaux. Si l’on veut déterminer, par exemple, les droites de la 
congruence qui passent par un point de l’espace, il faudra en 
tenir compte. Considérons p, pi, p^ comme donnés, les deux 
premières équations (48) déterminent les rapports des différen- 
tielles ûTp, rfpi, dp 2 - En attribuant aux radicaux tous les signes 
possibles, on obtiendra quatre directions différentes et, par suite, 
quatre droites passant par le point considéré. Ces droites sont les 
intersections des deux cônes circonscrits aux surfaces (a) et (P) 
qui ont leur sommet au point considéré; elles sont placées symé- 
triquement par rapport aux trois normales aux surfaces liomofo- 
cales qui se croisent en ce point. L’une d’elles donnera toutes les 
autres si on la considère comme un rayon incident qui se réfléchit 
successivement sur les trois surfaces homofocales^ et, si l’on veui 
passer de l’une d’elles à celle qui est placée symétriquement par 
rapport à la normale de la surface (p/), il suffira de changer h^ 
signe du radical qui entre dans les termes en dp/. Ces remarques 
très simples nous conduisent à la généralisation suivante des beaux 
théorèmes de Chasles sur les polygones de périmètre maximum 
ou minimum inscrits ou circonscrits à une ellipse. 

Considérons un rayon lumineux, langent aux deux surfaces 
homofocales (a) et (p), qui se réfléchit successivement sur les 

surfaces homofocales (S|), (So), Supposons qu’après un 

certain nombre de réflexions il vienne coïncider avec sa position 
initiale. Nous allons montrer que, s’il en est ainsi, la même pro- 
priété appartiendra à tous les rayons qui sont tangents aux mêmes 
surfaces homofocales que le rayon considéré. En d’autres termes, 
si un polygone est circonscrit à deux surfaces homofocales et 
sises sommets sont placés sur d* autres surfaces homofocales 
aux premières, de telle manière que la normale en chacun de 
ces sommets à la surface homofocale qui contient ce sommet 
soit la bissectrice intérieure de V angle formé par les deux 
côtés qui se croisent en ce sommet, il y aura une infinité de 
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polygones ayant les mêmes proprié tés ^ U un quelconque des 
sommets de ces polygones pouvant se déplacer arbitrairement 
su/' la surface qu'il est assujetti à décrire. 

îSoas supposerons, pour plus de nelteté, que tous les sommets 
du polygone décrivent la même surface, par exemple un ellipsoïde 
(E)de paramètre y. Admettons encore que les côtés soient tan- 
gents à un ellipsoïde (Eo) de paramètre qui sera nécessairement 
intérieur à (E), et à un hyperboloïde à une nappe (Ho), de para- 
mètre a. Considérons les côtés du polygone comme limités aux 
sommets A, , Ao, A3, - . . , A^^. Le polygone sera tout entier entre 
(E) et (Eo): et, si l’on désigne par p, pi, p^ les coordonnées ellip- 
tiques d'un de ses points, on aura, d’après cette remarque et les 
inégalités déjà établies, 


\ 5i> I Y < v, < 3 < c < Pi < a < ô < P < a. 

Cela posé, considérons les coordonnées elliptiques de chaque 
point du polygone comme des fonctions de la distance de ce point 
au sommet initial Ai, distance 5 qui croît de zéro jusqu’à la valeur 
totale du périmètre. Si, pour abréger, on pose 

I ï 1 ) A-( U ) — a )( U — a)( ii — P), 


on aura, sur chaque côté. 


) 


dp 


dp^ 

H?) ~ 


• M?.-) 

?d? , 

pi dpi 

P 2 dp2. 

H?) ‘ 

H?t) 

■ i(?5) 

■^(?)> ' 

PL^PI 

M?i) 

^(?2) 


les radicaux étant pris chaque fois avec le signe convenable. Ces 
équations nous donnent 


dp 

ds 


^(p) 

~ (p— pi)(?- 

-piV 

dpx 

_ —ds 


A(Pi) 

~ (p — PiXpi- 

-pO’ 

dpi 

_ ds 



~ (p — Ps)(Pl 

-Ps)’ 


(53> 
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Par conséquent, lorsque s croîtra, les trois di fféreniielles 

dp dpi d^i 

Aip)’ -^(pl) 


tlcmeiireront toujours positives. 

Cette remarque étant admise, intégrons la première équation 
(o-i), rintégrale étant étendue à tout le contour P du polygone, ce 
qui donnera 



r'-' <0 . /-<»*■ ./p, . r _ 

J Mp) J i(Pi) J ^(pt) 


Nous allons calculer la valeur de chacune des trois intégrales 
qui figurent dans cette équation. Pour la troisième, commencera 
par varier de y à p lorsqu’on passera de A, au point de contact de 
A| A.^ avec l’ellipsoïde (Eq). Ensuite, lorsqu’on passera de cc 
jjoint de contact au sommet Ao, pa décroîtra de p à y; mais, 
comme Véhément de V intégrale doit rester positif, il faudra 
changer le signe de A(p2). On aura donc, pour le premier côté, 



dernièi'e intégrale de l’équation précédente aura pour valeur 



A étant pris avec le signe +- 

Considérons maintenant les deux premières intégrales. Leurs 
éléments ne présentent aucune discontinuité aux sommets du 
polygone. En effet, o et p, varient toujours dans le même sens 

quand on passe d’un côté au suivant; et, comme con- 

^(p; ^(Pi) 

servent leurs signes, il en est de même des radicaux A(p), A(pA; 
P et Pi varient donc toujours dans un sens déterminé jusqu’à ce 
qu’ils atteignent une des limites entre lesquelles ils sont néces- 
sairement compris^ p, par exemple, doit être compris entre b et a; 
s’il a commencé à croître, il atteindra a, puis il décroîtra néces- 
sairement jusqu’à et ainsi de suite 5 quand on sera revenu au 
point de départ, il reprendra sa valeur initiale, à laquelle il par- 
viendra nécessairement en croissant, comme cela avait lieu au 
départ. On aura donc, tous les éléments de l’intégrale étant 
D. — 11. 
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ie radical étant pris dans le second membre avec le signe 4 -. 

71 est un nombre pair; car il est égal au nombre des points du 
polvgone pour lesquels p prend la valeur b] et ces points, qui, 
par suite des inégalités { 3 o), sont les seuls où le polygone coupe 
ie plan des æzj sont nécessairement en nombre pair. 


On trouvera de meme 


r 


Aî Si) 



^(?i) 


le radical A t Oj ) étant pris dans le second membre avec le signe 4:’ 
et /?' étant encore un nombre pair. 

En substituant les diverses valeurs obtenues dans Féquatlon, 
on a donc Fégalité 


(■Vi) 



r r r" 

J b Je 


dpi 

Wï) 



a et 7 i’ étant des nombres pairs. Si Ton avait employé la seconde 
équation ( 32 ), on aurait trouvé de même 


i '>a J., 



p3 f ï_^ 

A(p2) Ji, A(p) 



O. 


Nous pouvons conclure immédiatement de ces deux relations 
qii'// n^est pas possible en général d^însci'ire dans V ellipsoïde 
un polygone circonscrit aux deux surfaces (Eo) et (Hq). 

466 - Supposons que les deux équations précédentes soient 
vérifiées et qu’il y ait un polygone (P), inscrit dans (E), circon- 
scrit à (Eo) et à (Ho). Soient a et p-i les valeurs de p et de pi pour le 
sommet Ai- Si l’on prend un point Bi infiniment voisin de et 
(]ue l’on mène de ce point la tangente commune à (Eo), (Ho) qui 
est très voisine de A| A2, puis que, du point où cette tangente 
coupe (E), on mène la tangente commune voisine de A2A3, et 
ainsi de suite; on finira par obtenir sur (E) un point B' qui sera 
très voisin de B|, la ligne brisée B, 63. . .B,,* B' s’écartant très peu 
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de A, Ao... A| . Il faut prouver que celte ligne brisée se fer- 
mera, c’est-à-dire que B', coïncide avec Bj. Soient p' et p'^ les 
valeurs de p et de pi relatives au point B',. Nous aurons évidem- 
ment 


( . 

d^\ 

_ 

dpi 

I i(?'j 

ifp'i) 

“ ^(p) 

^ipi)’ 

/ , 

p'i 

_ p®^? , 

?i «^pi 

l A(?'J ■ 


ACp) ■ 

K?y) ’ 


P et Pi désignant les coordonnées elliptiques du point B| et les 
radicaux correspondants ayant les mêmes signes dans les deux 
membres. Ces deux relations peuvent être considérées comme des 
équations différentielles qui déterminent p' et p', en fonction de 
P et de pi - Et, comme elles ne sc présentent pas sous forme indé- 
terminée pour p = fjL, p, = pL,, p'=:|jL, p'^ = p.,, elles admettent 
un seul système de solutions déterminé par ces conditions initiales. 
Or ce système est évident; il est le suivant 


Donc le point B', coïncide avec le point B|, et la proposition est 
élablic- 

Tous les polygones ainsi obtenus sont isopérimètres. Cela est 
évident par la Géométrie; mais on peut aussi le reconnaître en ap- 
pliquant les raisonnements qui précèdent à la troisième équation 
(Sa). On trouve ainsi que la longueur du périmètre est ) 


( 5 -) 



A, ^(Pi 


r" 

*.ti I 
•J U 


^(p) 


(q Les théorèmes relatifs aux polygones inscrits et circonscrits ont été 
énoncés par Tauteur dans une Note Sur les polygones inscrits et circonscrits à 
l'ellipsoïde {Bulletin de la Société phüomathique^ t. VII, p, 92, 1870). Mais 
nous préférons renvoyer le lecteur au Mémoire Geometrische Deutung der Addi- 
tions-Theoreme der hyperelliptischen Intégrale und Functionen 1. Ordnung 
im System der confocalen Flàchen % Grades^ publié par M. O. Staude^ 
dans les Mathematische Annalen (t. XXII, p. i et i883). Cet intéressant 
travail est, à notre connaissance, le premier qui contienne une application déve- 
'loppée des propriétés des fonctions O à quatre périodes dans la géométrie des 
surfaces du second degré- Nous renverrons plus spécialement au Chapitre IV, 
où sont étudiées les propositions relatives aux polygones inscrits et circonscrits* 
Il importe de le remarquer; le théorème donné dans le texte suppose essen- 
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if>T. L’élude* que noii.s venons de faire nous a permis de com- 
]déter les résultats donnés au n** U± Nous allons maintenant re- 
venir au proldèine que nous avions posé et déterminer les surfaces 
jKUîr lesquelles les développables formées par les normales dé- 
eoupênf sur les surfaces homofocales un réseau conjugué, \oici 
i omment on peut y parvenir. 

Soiî 5 ï ;* la surface clicrcliée et M un de ses points. La normab* 
en M est tangente à deux surfaces liomofocales de paramètres a et 
S; et nous savons, d'après le théorème de M. Ribaucour, que i'im 
de ces deux paramètres demeurera constant lorsqu’on se dé- 
|>laccra sur l'une ou l'autre des lignes de courbure de la surface. 
Cela posé, considérons la surface de Liouville (0 ), dont les 
centres de courbure sont disposés sur les deux liomofocales (a; 

et f J ) : 



et disposons de la conslaiilc C de telle manière que la surface (0 ) 
soit tangente en M a la surface (-). C sera évidemment une 
fonction de a et de 3, de sorte que la surface cherchée 

sera l’eiivcloppe des surfaces (0) représentées par l’équation 

î jçj I O ~ rF ( a, [3 )j 

lorsqu'on fera varier a et Pour avoir le point M de contact, il 
faudra joindre à l’équation précédente ses dérivées par rapport à 


liclleiîieiit que les côtés du polygone soient formés par les parties réelles et non 
virtuelles du rayon réfléchi. Il existe des polygones fermés d’une tout autre na- 
ture. Étant donnés, par exemple, deux ellipsoïdes homofocaux (E^), (E,) si, par 
une droite quelconque, on leur mène des plans tangents, on aura quatre points 
de contact Æo, sur (EJ, a,, 6, sur (EJ. Le quadrilatère sera tel que 

les bissectrices des angles 6, soient les normales de (EJ, et les bissectrices 
des angles \ les normales de (E^), mais il ne constituera pas une route réelle 
pour un rayon lumineux ; deux de ses côtés seront formés par les parties vir- 
tuelles des rayons réfléchis- De tels polygones mériteraient aussi d’être étudiés ; 
leur théorie offre les rapports les plus étroits avec celle de l’addition des fonc- 
tions hyperelliptiques et de certaines surfaces algébriques que nous définirons 
plus loin. 
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LA SURFACE DE M- LIOUVILLE. 


3 of> 


-, 6o ) 


f/e _ oki __ fj.'^ 

fjy. f)y. ’ r^3 f) i 


Or il résulte de l'étude que nous venons de faire que ces deux 
équations, considérées indépendamment de la première, repré- 
sentent en coordonnées elUpticiiies la normale commune en M 
aux surfaces (0) et (S). Si l’on fait varier a ou ,3 seulement, il 
iaut que la normale engendre une surface développable. Faisons 
varier a par exemple; les deux équations nouvelles que Ton 
obtiendra 


jointes aux équations (6o), détermineront le centre de courbure 
principal et devront, par suite, se réduire à trois. Celte condition, 
qui est nécessaire, est d’ailleurs suffisante. 

Or on a, d’après l’équation (3/}) à laquelle satisfait 0, 


(a -P) 


r)2e 


— L — 

•A \£)a / 




Remplaçant par sa valeur tirée de la seconde équation ( 6i), 
on trouve 


( <VA ) 


/ O' / \ 

‘ ^ f?a c)3 ü \ ÔQL €?p / 


Réciproquement, si rÿ(a, p) satisfait à cette équation, les quatre 
équations (6o), (6i) se réduiront à trois. La question proposée 
est donc complètement résolue, et nous pouvons énoncer le théo- 
rème suivant : 

Les surfaces dont les plans principaux sont conjugués par 
rapport à une suif ace du second degré, et, par suite, par rap- 
port à toutes les surfaces homo focales , se dwisent en deux 
classes. Les unes, considérées au n® 457, ont leurs normales 
tangentes à une même surface homo focale et leur théorie se 
ramène à celle des lignes géodésiques de cette surface. Les 
autres sont les enveloppes des surfaces de Liouville définies 
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par l'rfjuation 


dzi = -T (a, 3 ), 

oii iKy./y) esl une solulion quelconque de V équation li- 
néaire {Cri ). 


iiVi) 


r '^i 


! p/ 


f^?n 


i68. Celte équation linéaire a été déjà rencontrée plusieurs 
fois (n^ 356 K Nous savons rintégrer par l’application des mé- 
thodes de Poisson et de Riemann. Son intégrale générale est 
transcendante et de forme compliquée, mais l’application du 
ihéoréme d’Abel va nous permettre de reconnaître qu’il existe une 
infinité de surfaces algébriques déterminées par Téquation pré- 
cédente. 

Posons, pour abréger, 

i{y\) = (il — %)(u — 3) / Ui) = I (il — a)(z/ — S)(a — u(b — ii)(c — n), 

et soient P(w) et Q{u) deux polynômes 

f P ( ) = ifi» -4- nii iiP- 1 -i- 

i6>'i % 

j Q ( ï/ ) = n uP~^ — Il 1 uP~^ -î- 

(Considérons l’équation 
4 06 ) P- ( U } — F ( n } Q- ( ^/ ) = O, 

et désignons ses racines par 

?î Pi? p2Î 

Ces racines, au nombre de a/?, dépendent des a/? — a coel'fî- 
■rients qui entrent dans P(t^) et Q{w); mais nous supposerons 
toujours que l’on ait 

( 67 ) n = C, 

C désignant une constante numérique, de sorte que les deux poly- 
nômes contiendront seulement %p — 3 coefficients arbitraires. Il 
y aura donc entre les racines trois relations, qui contiennent d’ail- 
leurs a et p. Nous allons montrer que, si l’on élimine a et p, 
et si l’on regarde /i|, ..., comme des constantes, on aura, en 

■coordonnées elliptiques, l’équation d’une des surfaces cherchées. 
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Kii efleU d'après le théorème d'^Abel et l'hypothèse que nous 
avons faite sur le coefficient /^, les relations entre p, p,, p^, a, 3 se 
présentent sous la forme transcendante suivante ; 


ûiS) 


\ 


i r ?i d?i /'Jü 

\ Zi J Z^J /F 


A/ dhi 


'Uu) 

V =:V 




A/ 

\fnh7) 


On verra aisément que ce système est celui que l’on obtient 
lorsqu’on introduit dans l’équation ( 63 ) la solution particulière 
suivante de l’équation (62) 


■( 69 ) 



— a)( A/ — P j 

fU^l) 


dht. 


et lorsqu’on joint à cette équation ses deux dérivées prises par 
rapport à a et à 

Les surfaces que nous venons de définir paraissent mériter une 
étude approfondie. Elles comprennent comme cas particulier les 
surfaces du second degré et les cyclides, lorsque p est égal ou infé- 
rieur à 4 - Les noi'males donnent lieu à des propriétés remarquables 
relatives à leur réÛexion sur les surfaces homofocales de paramètre 
Aï- Nous nous contenterons d’indiquer ici comment on obtiendra 
les équations qui déterminent la surface. 

Dans l’identité 


{70) P"(ti) — Q“(2^) F(u) = ( — p)( U — Pi)(m — P2) Il(a — Ai), 
on fera d’abord a = ht, ce qui donnera 2/> — 3 équations 

P(A,) = Q(AOv/fTM, 

qui, jointes à l’équation (67), feront connaître les coefficients 
de P(^i) et de Q(«) en fonction rationnelle des radicaux 
— ^){hi — ^). Puis on substituera dans l’identité (70) les 
valeurs b, c pour ?/, ce qui donnera des équations de la forme 
suivante : 

r*(«) = /(« — p)(« — ?i)(«— p2)/n(a — A/j, 
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<:'est-à-dire 

I 7 1 i P {€/ i — \U a — b)K a — c)sc\/ïl{a — hi). 

désignant l'une des coordonnées rectangulaires du point de la 
suiface cherchée: on obtiendra des expressions analogues pour r 
et f-es coordonnées rectangulaires sont donc des fonctions l'a- 
lionnelles, à dénominateur commun, des radicaux \J{hi — a)(/// — ^j ). 
La même propriété appartient aux coordonnées pentasphériqiies 
et l'on reconnaît aisément que la surface ne coupe le plan de 
rinfini qu'en tous les points du cercle de Tinfini. 


469. Les propositions précédentes comportent une généralisa- 
lion que nous allons indiquer, bien qu^elle ne se rattache pas 
directement au sujet traité dans ce Chapitre. 

Considérons, d'une manière générale, un système orthogonal 
pour lequel l'élément linéaire soit donné par la formule 


(7>i 

où l'on U 


ds 




7(777 


O ( II) — { U — P ) ( U — pi ) ( U — P 2 ), 


eloù/(p) est un polynôme algébrique. La forme précédente de 
l'élément linéaire convient à deux systèmes déjà rencontrés, 
celui des surfaces dn second degré et celui des cyclides; et ces 
systèmes sont d’ailleurs les seuls pour lesquels elle ait lieu. La 
condition d’orthogonalité prendra la forme 


.;3, = * ^! = „. 

? 1 pi ) ^Pi ^?i 

D’après cela, posons 


(/i) 




La fonction 0, considérée comme dépendanle de a, y, satis- 
fera aux trois équations 


( 75 > 


, O . ^-6 1 ^ ï __ 

‘ ^ da a tJa ' a 

2 dp ”*‘2^“°’ 
, _ fie » de . I de 
‘ 2 dY ‘ 2 dp 
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Cela posé, J étant une fonction de a, y satisfaisant aux trois 
équations précédentes, considérons le s\stème 

()0 ÔJ' 06 __ 

' ^ ' c)a t)S f)Y 

qui détermine a, v en Ibnction de p, p^, po. Nous allons montrer 
([ue a, y 50/2^ paramètres de trois familles dhm système 
orthogonal. 

On peut joindre, en effet, aux relations précédentes les suivantes 

' ' * (^a é/[j ~ Ô7. fJ'j ’ rja ^ ^Y ^Y 


qui en sont des combinaisons linéaires en vertu des équations ( 70 ). 

Or, si Pon différentie les équations (76) en tenant compte des 
précédentes, on aura 


(78/ 


,f)e /ir-ë 

:r=0. 


W 






,à0 (d'-Q (?^f \ , 


le signe d indiquant les dilFérenlieiles prises par l'apport à p, pi, 
pî seulement. Ces formules permettent de calculer immédiatement 
les dérivées de a, p, y par rapport à p, pi, p^ et de vérifier la re- 
lation d’orthogonalité. 

Le théorème ainsi établi comprend comme cas particulier le 
précédent, qui s’en déduit en faisant y =x. La fonction .^(a, p, y) 
contient dans son expression la plus générale trois fonctions 
arbitraires d’une variable; mais, ici encore, on peut appliquer le 
théorème d’Abel et obtenir une infinité de systèmes orthogonaux 
algébriques. Nous nous contenterons maintenant de ces indica- 
tions. 
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CHAPITRE XY. 

i-Ks c:o_\ghl=excf:s de ckrci-es et les systèmes ca cliques - 

Dcliniüou tic ccrlaincs congruences spéciales dans lesquelles chaque courbe est 
rencontrée seulement par deux courbes infiniment voisines. — Cas où les 
courbes de la congruence sont des cercles. — Enveloppes d*une famille de 
sphères dépendant de deux paramètres. — Lignes principales de l’enveloppe. 
— Elles correspondent à un système conjugué tracé sur la surface des centres 
des spberes. — Étude détaillée du cas où les lignes de courbure se correspon- 
dent sur les deux nappes de reaveloppe. — Les six coordonnées de la sphère 
Aariahic satisfont alors à une même équation linéaire aux dérivées partielles 
•lu second ordre. — Les systèmes cycliques de M. Ribaucour; théorèmes 
divers. — Diflfércntes manières d’obtenir des sj^stèmes cycliques. — Pour que 
les lignes asymptotiques sc correspondent sur les deux nappes de la surface 
focale d'une congruence rectiligne, il faut et il suffit que les six coordonnées 
de chaque droite de la congruence vérifient une même équation linéaire du 
second ordre. 


4*70- Les propriélés des équations linéaires du second ordre, 
que nous avons employées surtout dans la théorie des congruences 
rectilignes, peuvent être appliquées aussi à F étude de certaines 
congruences particulières formées avec des courbes de degré 
<|uclconque. 

Considérons des surfaces (S) représentées par une équation de 
la forme 




t~n 

i^l 


OÙ les symboles désignent des fonctions déterminées de x, y, 
et où les coefficients A/ sont des constantes arbitraires. Si Fou 
prend, par exemple, en faisant i = 


h -, 

pour les fonctions ç/, on aura Féquation la plus générale d’un 
plan- Si, iaîsant 1 = 5, on ajoute aux fonctions précédentes 
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OU a l'équaLion d’une sphère, et ainsi de suite. IL est clair que, si 
l'on choisit convenablement le nombr*e i et les fonctions çï/, on 
peut obtenir l’équation la plus générale des surfaces algébriques 
qui passent par un nombre déterminé de points fixes ou con- 
liennent certaines courbes fixes. 

Deux surfaces (S) se coupent suivant une courbe (C) définie 
par deux équations de la forme 


- 2 ) 


j = 

( ^ ^ ~ ’ 


et il est clair que deux courbes (G) ne peuvent se couper en des 
points distincts dont le nombre dépasse celui des points communs 
à trois surfaces (5). II faudra, pour que ce nombre maximum soit 
atteint, qu’il y ait une relation linéaire entre les premiers membres 
des équations des deux courbes. Par exemple, si les surfaces (^) 
sont des sphères, les courbes (G) seront des cercles; et, pour que 
deux cercles se coupent en deux points, il faut que l’une des 
quatre équations qui, prises deux à deux, représentent les deux 
cercles soit une combinaison linéaire des trois autres. 

Gela posé, supposons que les coefficients A/, B/ soient des 
fonctions quelconques de deux paramètres variables a et /> : on 
obtiendra une congruence de courbes (G). Nous allons chercher 
la condition pour que chacune de ces courbes soit coupée dans le 
nombre maximum de points par deux courbes infiniment voi- 
sines de la congruence. 

Substituons aux variables a et 6 les deux fonctions p et p, de 
ces variables qui demeurent constantes lorsqu’on associe les 
courbes de la congruence qui se coupent consécutivement. Si l’on 
joint aux équations (a) leurs dérivées par rapport à p 

on aura à exprimer que les premiers membres des équations ( 2 ) 
et (3) sont liés par une relation linéaire 5 ce qui conduit à une 
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série de relations de la forme 


ri ^ 






où AL A», P, O sont des fonctions déterminées de p et de pi : et il 
faudra qu'il en soit de même lorsqu’on prendra les dérivées par 
rapport à pi, ce qui donnera les relations analogues 


t > 


tipl 



- Pi A, 


QiB,-. 


<|ul doivent avoir lieu, comme les précédentes, pour toutes les 
valeurs de l'indice i. 

On peut résoudre comme il suit le système des équations (4) 
et (5 Substituons à la fonction A/ la combinaison linéaire 




ce qui ne change pas les équations de la courbe (C). L’équation 
( 4 i prendra la forme 


dp 


= PA/--QB,, 


et elle déterminera Si l’on porte la valeur ainsi obtenue 

dans la seconde équation (s) et dans l’équation (5), on est conduit 
au résultat suivant : 


Les équations qui déterminent les courbes (G) doivent être 
(le la forme 






(’ j L’iijpoihèse que Ton néglige, où O serait nul, ne peut conduire qu’à des 
4*ongruences comprises dans la formule générale que nous allons obtenir ou à 
celles qui sont définies par les deux équations 

{ ? ) O, ( jr, J-, 5 ) = O, 

y «"iCP.) y. 3) = O, 

qui ne sont pas données, il est vrai, par le système (6), mais qui sont comprises 
comme cas particulier dans les formules ( 12 ), que nous substituerons plus loin 
aux équations (6). 
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/(’s diJD'é rentes fonctions A/ étant des solutions particulières 
dutne même équation linéaire 


*7) 


O-a ôb , ô(} 

: '-a h b — 

dpi üp üpi 


cO = O, 


oà />, c désignent des fonctions quelconques de p et de p*. 


171. Cette proposition permet d'obtenir sans aucune intégra - 
lion les congruences cherchées. Supposons, par exemple, que Ton 
veuille déterminer toutes les congruences de cercles pour lesquelles 
chaque cercle est coupé seulement par deux cercles infiniment 
voisins, mais en deux points par chacun d’eux. On choisira cinq 
fonctions quelconques 6/ de deux paramètres a et ^ et Ton écrira 
Téqualion linéaire de la forme 


« 



boLÜ^ ' 




=o. 


dont les coefficients sont déterminés par la condition que Téqua- 
tion admette les cinq solutions particulières 9/. Les cercles de la 
congruence seront déterminés par les deux équations 






où Xi sont cinq fonctions linéaires de j:- - i-j - -h x^ y, i, 
par exemple les coordonnées pentasphériques d’un point, et où 

le rapport est défini par la condition que l’équation différen- 
tielle 

/^ doL — m — O 


soit celle de l’une des caractéristiques de l’équation (8). Eu efl’et, 
si l’on ramène l’équation (8) à la forme normale, en intégrant les 
équations différentielles des caractéristiques, les équations (q) 
prendront précisément la forme (6). 

Revenons à ces. équations générales; p et p^ n’y entrent pas 
symétriquement; mais on peut obtenir des formules plus élé- 
gantes. Nous avons vu, en effet, au n® 402, qu’étant donnée une 
solution quelconque 6 de l’équation (n), il est possible de trouver 



SI ne fonction 7, telle que Ton ail 



il 


= /> 0 , 


T r^atisfaisant à une équation de la forme 


(11. 


O-fS . O jlZ. 

Op üpi ‘ Op ' ' Opi 


A chacune des solutions A/ correspondra de cette manière une 
solution Ui de réquation en <7 et les équations ( 6 ) prendront la 
forme 


— J--) = u- 


12 


) = O. 


ou P et Pi entrent de la même manière et où les a/ sont des solu- 
tions particulières de Féquation (ti). Cette détermination nou- 
velle des courbes de la congruence donne lieu aux remarques 
suivantes. 

Étant donnée une congruence quelconque, appelons pour un 
instant surfaces singulières de la congruence les surfaces engen- 
drées par des courbes de la congruence qui se coupent consécuti- 
vement. II y a généralement (n“ 315 ) autant de séries de surfaces 
singulières qu’il y a de points focaux sur chaque courbe de la 
congruence. Ici, au contraire, il y a deux séries seulement de 
surfaces singulières. Les unes contiennent toutes les courbes de la 
congruence pour lesquelles p a une même valeur; les autres toutes 
celles pour lesquelles pi demeure constant. On obtiendrait les 
unes et les autres eu éliminant, soit p, soit pi entre les deux 
équations (12); nous allons montrer que chacune de ces deux 
équations (12), considérée seule, représente une surface qui est 
tangente, en tous les points delà courbe de la congruence, à Tune 
des deux surfaces singulières qui contiennent celle courbe. 

Posons, pour abréger, 

(» 5 ) P 

P. considérée comme fonction de p et de p,, satisfera à l’équa- 
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lion 
(M.) 

et les équations ( 12 ) prendront la forme plus simple 
àP àP 


r)iP ^ ^ dP 

^pàpi ' ‘ ^pi 


3i 




Si nous dilFérentions totalement ces équations, nous trouve- 
rons, en tenant compte de l’équation (i4)i 


r/ 






d^P 




— C), 


la différentielle d portant seulement sur j', 
plan tangent à la surface p ~ consl. sera donc 



L’équation du 


et il est ainsi établi que la surface représentée par la première des 
équations (ta) ou (i5) est tangente en tous les points de la courbe 
à une des surfaces singulières. S’il s’agit, par exemple, d’une con- 
gruence rectiligne, les deux équations (i5) représentent les plans 
focaux de la droite. Si la congruence est formée de cercles, elles 
représentent deux sphères que l’on pourrait aussi appeler les 
sphères focales; elles contiennent un des deux cercles infiniment 
voisins du cercle proposé qui le coupent en deux points. 


472. L’étude des congruences spéciales de cercles que nous 
venons de définir doit être associée à celle de la congruence rec- 
tiligne formée par les axes de ces cercles. Soient (K) un cercle de 
la congruence et (d) son axe. Les droites (d) seront tangentes à 
deux surfaces fixes (S), (S, ) ; désignons, comme nous l’avons fait 
jusqu’ici, par les lettres (C) et (Gj) les courbes, tracées respec- 
tivement sur (S) et (2|), qui sont les arêtes de rebroussement 
des diverses développables formées par les droites (d). Lorsque le 
cercle (K) se déplace de telle manière que deux de ses positions 
consécutives se coupent en deux points, il est évident que son axe 
doit engendrer une développable; car les axes de deux cercles 
qui se coupent en deux points vont se couper au centre de la 
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Sphère qui conlient ces deux cercles. On voit donc que, pour 
obtenir les surfaces singulières de la congruence de cercles, il 
faudra déterminer les développables formées avec les axes (d) de 
ces cercles. On obtiendra ces développables lorsque la droite (d) 
se déplacera de manière à rester tangente à une des courbes (G) 
ou (Cj ?. A chaque cercle ( K) correspondent deux points M, M| 
où L'axe du cercle est tangent respectivement à (S) et à (2,). 
Décrivons de ces points comme centres deux sphères (S), (S,) 
contenant le cercle ( K ). Lorsque le point M décrira une courber 
i C), la sphère (S) enveloppera une des surfaces singulières qu’elle 
touchera suivant les positions successives du cercle (R). Lorsque 
le point Mi décrira de même la courbe (G,), la sphère (S,) enve- 
loppera une surface singulière de l’autre série qu’elle touchera 
suivant les positions successives du cercle (K). Ges relations géo- 
métriques sont à peu près évidentes; elles résultent de ce que les 
sphères (S) et (S|) contiennent chacune, en même temps que le 
cercle (K), un des deux cercles infiniment voisins qui le coupent 
en deux points. On voit qu’aux deux familles de surfaces singu- 
lières correspondent, sur (Z) par exemple, deux familles de 
courbes conjuguées décrites par le point M, les courbes (G) tan- 
gentes aux axes (d) et les courbes (D) qui correspondent (n” 319) 
aux courbes ( G|) tracées 5 ur(S|), 

Les remarques précédentes montrent qu’il convient d’associer 
i étude des congruences de cercles à celles dessui*faces enveloppes 
de sphères. 

Gonsidérons une sphère définie en coordonnées pentasphé- 
riques par l’équation 



et supposons que les cinq quantités /// soient des fonctions quel- 
conques de deux paramètres a et p. Il y aura toujours une équa- 
tion de la forme (8^ admettant les cinq solutions particulières iif, 
Supposons cette équation ramenee à la forme normale et 
proposons-nous de rechercher la propriété géométrique qui carac- 
térise les courbes de paramètres p et p, tracées sur l’enveloppe 
des sphères. 

Chaque sphère touche celtè em'cloppe (E ) en deux points A et 
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